D GEOMETRIE PIDOW ȘI ART DAN PEDOE GEOMETRIA ŞI ARTELE LÎBERALE Capac Pinguin Bobks Harmondsworth, D PIDOW GEOMETRIE ȘI ARTĂ Traducere din engleză de Y A DANILOV, editată de I M YAGLOMA EDITURA „MIR” MOSCOVA ( ) P Pidow D P Geometrie și artă Pe e engleza Yu A Da * nilova sub ed si cu prefata I M Yagloma - Ml Mir, * , p de bolnav (În lumea științei și tehnologiei) Cartea celebrului matematician și profesor D Pidow este dedicată utilizării aparatului de geometrie clasică în arhitectură și arte plastice Autorul urmărește evoluția ideilor în acest domeniu din cele mai vechi timpuri până în zilele noastre Cartea este destinată celui mai larg public ( ) Colegiul editorial al literaturii populare științifice și științifico-fantastice — © Dan Pedoe, ( )— © Traducere în rusă, Mir, De la editorul de traduceri Titlul acestei cărți poate părea destul de surprinzător la prima vedere Într-adevăr, ce este în comun între o zonă atât de prozaică (pentru cei neinițiați) a matematicii precum geometria și un subiect atât de exaltat precum arta? Și totuși, între geometrie și artă, precum și între matematică în general și artă, există legături foarte strânse și diverse Această carte pune în lumină unele dintre ele Uimitor fenomen al artei, care până nu demult părea inexplicabil, în principiu nu este deloc inexplicabil: se bazează pe niște legi generale de ordin psihologic (încă le înțelegem în mod clar insuficient) și de origine matematică - și aici nu cunoaștem astăzi prin nici un fel înseamnă atât de puțin Căutarea regularităților matematice care stau la baza artei (așa-numitele „metrii ale artei”) a devenit deosebit de intensă în ultimele decenii – acest lucru s-a întâmplat în legătură cu crearea computerelor și încercările de a modela activitatea intelectuală umană* – totuși, istoricul ei se întorc la vechime veche Problema premiselor matematice pentru frumusețe, rolul matematicii (în special al geometriei) în artă i-a îngrijorat pe grecii antici (amintiți-vă de școala pitagoreică care a existat în secolul al VI-lea î Hr ) Mai mult decât atât, grecii și-au moștenit interesul de la civilizațiile anterioare, astfel încât interesul sporit al lui Pitagora pentru teoria matematică a muzicii a rămas în urmă * Vezi, de exemplu, Sat „Semiotică și artmetrie” — M : Mir, ; Mol A , Fuchs V , Kassler M Artă și calculatoare - M : Mir, ; Mol A Teoria informaţiei şi percepţia estetică — M : Mir, cinci împrumutat de la ei* de la vechii babilonieni Mai mult, se poate presupune că matematica și arta au apărut aproape simultan, originea lor era legată de căutările religioase și filozofice ale omului, cu încercările lui de a „explica lumea” cumva Poate că cele mai vechi monumente atât de matematică, cât și de artă ar trebui considerate petroglifele (picturi rupestre) aparținând Cro-Magnonilor (epoca neoliticului antic) din peșterile din Spania și sudul Franței, remarcate printr-un merit artistic remarcabil și un simț uimitor de formă Este posibil ca din aceste vremuri, viziunea pitagoreică asupra matematicii și artei, caracteristică în special artei ca fundamente care ajută la înțelegerea legilor naturii, dezvăluie armonia și perfecțiunea Universului, să provină din aceste vremuri - și aceasta Viziunea aparent primitivă asupra lumii nu este atât de diferită de viziunea științifică asupra lumii din zilele noastre Și dacă matematica și arta au fost inițial asociate cu religia, atunci mai târziu au devenit principalele instrumente ale tuturor cunoașterii * Nu este o coincidență că atenția sporită acordată artei multor oameni de știință remarcabili, inclusiv unul dintre cei mai mari matematicieni ai secolului al XX-lea Hermann Weyl, care este menționat în mod repetat în carte, sau Albert Einstein, ale cărui cuvinte despre rolul pe care F M Dostoievski l-a jucat în dezvoltarea sa științifică, sunt citate atât de des și de bunăvoie Pe de altă parte, locul matematicii în dezvăluirea secretelor artei a determinat interesul pentru ea (în special, pentru geometrie) al multor creatori ai frumuseții, printre care giganți precum Leonardo da Vinci sau Albrecht Dürer, care au realizat, astfel încât vorbim, o „uniune personală” între artă și geometrie Sloganul „Căutați artă în matematică (în geometrie)” are fundamente profunde Matematica este frumoasă – iar criteriile pur estetice joacă un rol foarte serios în ea Fiecare matematician știe că lipsa de atractivitate externă a unei dovezi date este în sine un motiv suficient pentru a se îndoi de ea: cel mai adesea este o dovadă * Vezi, de exemplu, Feinberg E L Art and knowledge - Întrebări de filosofie, , nr , p - mărturisește incompletitudinea, incompletitudinea raționamentului, dacă nu doar despre eroarea acestuia Dimpotrivă, perfecțiunea interioară, armonia unei construcții matematice garantează aproape întotdeauna adevărul și importanța acesteia Revenind nu la matematică, ci la fizica ei relativă, ne putem aminti de faimosul Paul Dirac, care a motivat conținutul fizic al teoriei matematice formale a unei particule cu un pol magnetic (așa-numitul monopol) pe care a construit-o prin completitudinea și armonia ei : această teorie este atât de frumoasă, a considerat el, ceea ce ar fi cu adevărat ciudat dacă Natura nu ar profita de o asemenea oportunitate Și deși fizicienii nu au descoperit încă un pol magnetic nord nicăieri fără unul sud însoțitor, ei continuă să caute notoriul monopol Dirac, pentru că ceea ce este frumos trebuie să fie neapărat adevărat În sfârșit, nu în ultimul rând *, titlul acestei cărți are un alt sens Traducerea sa literală este „Geometrie și arte liberale” Am abandonat această traducere de teamă că s-ar putea să nu fie înțeleasă, pentru că astăzi nu toată lumea este familiarizată cu conceptul medieval de „șapte arte liberale” (așa-numitele „trivium” și „quadrivium” – vezi prefața autorului) Între timp, aceste „șapte arte”, incluzând atât geometria, cât și principiile culturii muzicale, au determinat timp de secole corpul de cunoștințe care a fost considerat necesar pentru orice persoană educată să le posede În zilele noastre, formal vorbind, geometria este încă considerată un element necesar al educației generale Cu toate acestea, astăzi o persoană care abia este familiarizată cu ficțiunea sau artele plastice este puțin probabil să pretindă titlul de „educat”, dar amintirea doar de notorii „pantaloni pitagoreici” din geometrie și, în același timp, să se considere un intelectual este destul de acceptată Și această carte se caracterizează în primul rând prin dorința de a privi geometria ca pe un element integral al unei culturi comune, care, în special, este facilitată de o încercare de a compara cumva geometria și * Ultimul, dar nu cel din urmă artă şi ridică problema conexiunii lor şi interdependenţă Și în concluzie, câteva cuvinte despre autorul acestei cărți Dan Pidow s-a născut și s-a educat în Anglia; a lucrat mult în alte țări, iar acum este profesor la Universitatea din Minnesota (Minneapolis, SUA) Profesorul Pidow este cunoscut cititorului sovietic în primul rând ca autor al celor trei volume Metode ale geometriei algebrice, pe care le-a compilat împreună cu remarcabilul matematician englez William Hodge (traducere rusă, M IL, ) O serie de alte cărți ale sale sunt bine cunoscute și apreciate în străinătate, inclusiv unul dintre cele mai bune cursuri de geometrie pentru departamentele de matematică ale universităților Abilitățile și interesele pedagogice strălucitoare ale autorului sunt evidențiate de cărțile de știință populară și filmele create de el cu un conținut geometric Aducem una dintre aceste cărți la judecata cititorilor noștri I Yaglom cuvânt înainte Geometria a fost mult timp clasată printre cele șapte arte libere, care făceau parte din trivium (gramatică, retorică și dialectică) și quadrivium (aritmetică, geometrie, astronomie și muzică) Un rezumat al acestor arte conține o carte scrisă în secolul VI de către marele Casiodor ca un fel de set de informații elementare de care, în opinia sa, călugării aveau nevoie pentru a înțelege Biblia În Evul Mediu, această carte a fost distribuită pe scară largă atât printre clerici, cât și printre laici Numărul șapte a fost întotdeauna considerat magic, iar Casiodor, justificându-și alegerea celor șapte obiecte principale, s-a referit la scripturi (Cartea Proverbelor lui Solomon): „Înțelepciunea și-a construit o casă, și-a zidit șapte stâlpi” Desigur, cele șapte arte liberale s-au schimbat de-a lungul timpului Astfel, Renașterea a fost martoră la o înflorire fără precedent a quadriviumului Aritmetica și geometria, completate de algebră, s-au transformat în matematică Se poate argumenta pe bună dreptate că, până de curând, geometria a fost considerată pe scară largă o parte integrantă a educației generale - educație care nu este asociată cu dobândirea unei anumite profesii Geometria este de mare interes istoric, are aplicații practice serioase și are o frumusețe intrinsecă Cititorul poate considera cartea noastră ca o excursie prin paginile secundare ale istoriei, însoțită de o poveste despre cât de importantă a fost geometria în opera unor oameni precum Vitruvius, Albrecht Dürer, Leonardo da Vinci, Thomas Hobbes, dacă ne limităm la un departe de lista completă a actorilor povestirii noastre Pe de altă parte, pentru cei care opt dorit; Pentru a experimenta atracția estetică a geometriei pentru el însuși, realizând construcții simple, inventând diverse modele, desenând și brodând curbe și plicuri și, în sfârșit, intrând în zona fascinantă a dovezilor matematice, există exerciții la sfârșitul fiecărui capitol Cunoașterea preliminară a cititorului cu geometria și algebra este presupusă doar într-o măsură foarte modestă, totuși, în unele cazuri, verificarea afirmațiilor date va fi disponibilă numai pentru cei care au o anumită pregătire matematică Prezentarea nu pretinde în niciun caz a fi enciclopedică; multe subiecte sunt omise în mod deliberat În selectarea literaturii pentru această carte, mi-am urmat, în mod natural, propriile placeri și antipatii și am preferat acele aspecte ale geometriei care mi s-au părut cele mai importante În acest sens, cartea oferită atenției cititorului este foarte personală Capitolul este o introducere în mișcare lentă la acele aspecte ale teometriei găsite la Vitruvius; aici cititorul, poate pentru prima dată în viață, va folosi cu ajutorul nostru o busolă și o riglă Capitolul poartă amprenta interesului și încântării pe care mi le-a trezit cândva cunoștința cu tratatele lui Albrecht Dürer Sper că nu vor face o impresie mai mică asupra cititorului Teoria perspectivei a stimulat dezvoltarea geometriei și i se acordă multă atenție în capitolele al doilea și următoarele Capitolul , dedicat lui Leonardo da Vinci, completează un studiu foarte detaliat al lucrării a trei figuri istorice și al relației acestora cu geometria Capitolul tratează problema formei în arhitectură și teoriile conexe care intră în vogă din când în când Capitolul conține o introducere în marile elemente euclidiene, deși discuția se bazează pe lucrarea sa mult mai mică, Optica Totuși, această lucrare conține și indicații ale posibilităților pe care le ascunde o demonstrație în geometrie Capitolul este dedicat „Principiilor” în sine, Euclid - o carte, odată împreună, cu Biblia care a împărtășit onoarea de a fi considerat cel mai mare „bestseller” din lume : • În capitolul , introduc geometria analitică și proiectivă și arăt cum unele dintre cele mai importante teoreme ale geometriei proiective pot fi folosite pentru a construi imagini în perspectivă ' Capitolul se uită la curbele ingenioase pe care geometrii nu ar trebui să le ascundă de oameni, de la secțiuni conice la spirala logaritmică, și sugerează mai multe modalități de a construi aceste curbe Proprietățile focale ale secțiunilor conice sunt analizate în detaliu Chiar dacă dovezile date pot părea complicate pentru cititor, metodele de construire a secțiunilor conice îi vor servi drept răsplată suficientă În acest capitol apare „Broderie matematică” Ultimul capitol este dedicat conceptului de spațiu și interpretării acestuia din diferite puncte de vedere, precum și aventurilor în spațiu în două, trei și patru dimensiuni A fost o plăcere pentru mine să lucrez la această carte și în acest proces am dat peste multe teoreme geometrice interesante, care înainte îmi erau necunoscute și (sunt sigur) altor iubitori de geometrie Comunicarea cu un public divers din diferite țări ale lumii a arătat că subiectele pe care le-am atins sunt de interes pentru majoritatea oamenilor educați și că principiul plăcerii, pe care l-am respectat cu atenție în paginile acestei cărți, ar trebui să fie dat importanţă capitală în toată învăţământul şi mai ales în învăţământul matematic ! •' Lista referințelor pe care am folosit-o în scrierea acestei cărți este dată la pagina Deoarece în multe cazuri s-a dovedit imposibil să fac referire la sursa originală, de multe ori a trebuit să mă refer la materialul conținut în unele dintre lucrările enumerate, marcarea împrumuturilor cu referințe adecvate Cu toate acestea, interpretarea afirmațiilor geometrice este a mea și, în unele cazuri, poate diferi de interpretarea autorităților recunoscute istoric unsprezece faptele date în text pot să nu fie exacte în unele detalii, dar toate datele, în acele cazuri în care sunt date, corespund cu siguranță realității Asociat cu universitățile Cambridge și Princeton, aș dori să mulțumesc editorilor lor (Cambridge University Press și Princeton University Press) pentru permisiunea de a folosi și cita materialele publicate anterior De asemenea, aș dori să-mi exprim recunoștința față de Centrul de Excelență în Curriculum al Universității din Minnesota pentru că mi-a oferit oportunitatea de a începe munca la carte în vara anului În cele din urmă, vreau să mulțumesc editorilor mei pentru producție (deși după o întârziere îndelungată) ) o carte foarte elegant concepută Dan Pidow Capitolul t Vitruvius Cuvântul geometrie este de origine greacă și înseamnă topografie Despre originea geometriei, un pasaj des citat din scrierile istoricului grec antic Herodot ( - î Hr ) spune următoarele: „Acest rege [Sesostris], după cum au spus preoții, a împărțit și pământul între toți locuitorii și a dat fiecăruia câte un teren pătrat de dimensiune egală Din aceasta, regele a început să primească venituri, poruncând să perceapă un impozit anual pe teren Dacă râul îi smulgea o parte din complot de la cineva, atunci proprietarul putea să vină și să-l anunțe pe rege despre ceea ce s-a întâmplat Și regele a trimis oameni să verifice acest lucru și să măsoare cât de mult scăzuse parcela, astfel încât proprietarul să plătească impozit proporțional cu mărimea lotului rămas Cred că în acest moment a fost inventată arta topografiei și apoi a fost transferată în Hellas O astfel de explicație a cauzelor originii geometriei este suficient de plauzibilă pentru a fi acceptată, mai ales că nu avem alte explicații pentru originea ei Cert este că, dacă excludem trecutul relativ recent - o perioadă care acoperă, aproximativ, ultimele șapte secole - toate informațiile care ne-au ajuns despre evenimentele din vremuri trecute sunt extrase în principal din traduceri făcute de savanții europeni din Traduceri arabe ale manuscriselor grecești și indiene antice Există lacune uriașe în cunoștințele noastre * Herodot Istorie În nouă cărți - L : Nauka * , p subiecte? că multe manuscrise au pierit, iar cele care s-au pierdut, după traducere și corectări, au avut adesea doar o mică asemănare cu originalele O astfel de transformare a surselor a condus la faptul că adesea rămâne doar să speculăm cu privire la sensul original al cuvintelor și expresiilor găsite în scrierile autorilor antici greci și romani Va trebui să ne confruntăm cu asta de mai multe ori în viitor Deocamdată ne este suficient să reușim să explicăm cumva apariția geometriei și semnificația pe care a avut-o pentru viața economică în fazele inițiale ale dezvoltării sale Toate popoarele antice erau angajate în geometria practică Pentru a construi o colibă, pentru a săpa o peșteră, pentru a monta un cort, este necesară o cunoaștere temeinică, deși intuitivă, de geometrie Măsurarea distanțelor în unități alese de lungime, conceptul de unghi drept, determinarea ariei unui triunghi - toate acestea sunt și geometrie, dar deja mai abstracte Vechii greci au depășit cu mult limitele a ceea ce era necesar pentru a stabili regulile geometriei practice și au lăsat astfel o amprentă de neșters asupra dezvoltării întregii civilizații europene în forma în care ne este cunoscută astăzi Fără a adera la postfaze cronologice, îmi voi începe povestea cu arhitectul roman Vitruvius, care a trăit câteva secole după Euclid, aparent în epoca creștină timpurie [(datele exacte ale nașterii și morții lui Vitruvts sunt necunoscute) Și-a prefațat lucrarea „Despre arhitectură”* cu o dedicație pompoasă către împăratul domnitor (se presupune că era august) Au fost scrise zece cărți „Despre arhitectură” pentru ca împăratul să poată extrage din ele sfaturi privind construcția clădirilor și pe alte probleme ale arhitecturii Potrivit lui Vitruvius, arhitectul trebuie să fie capabil să-și exprime în scris propriile sale; gânduri, desenați și desenați cu pricepere, studiați geometria, fiți versați * Mark Vitruvius Pollio Despre arhitectura Zece, cărți L ; Sotsekgiz, În viitor, toate referințele sunt date la această ediție - Notă, trad paisprezece L tsstrrii, ascultati cu atentie un curs cu filrsrfrH, intelegeti muzica, intelegeti ceva in medicina, urmariti ce interpretari ale legilor sunt oferite de avocati si aveti cunostinte de astronomie etc în teoria mişcării corpurilor cereşti În toate aceste domenii, Vitruvius își expune în detaliu propriile cunoștințe în eseul său, explicând în treacăt de ce le consideră atât de importante pentru un arhitect Cunoașterea istoriei, potrivit lui Vitruvius, este necesară pentru ca arhitectul să-și poată justifica planul față de cei care îi cer socoteală Deci, dacă arhitectul folosește cariatide ca decorațiuni (Incrustul reproduce o ilustrație din prima ediție franceză a lui Vitruvius din , care înfățișează cariatide), el trebuie să cunoască legenda asociată acestora Vitruvius relatează^ că cuvântul „cariatide” provine de la numele unei comunităţi nefericite Caria a fost un stat peloponezian * care a acţionat în războiul greco-persan * de partea perşilor După ce au câștigat, grecii au capturat orașul (multe state grecești la acea vreme erau formate dintr-un singur oraș), au ucis întreaga populație masculină, au distrus orașul și au luat toate femeile în sclavie, nepermițându-le să-și dea jos haine lungi sau alte semne de demnitate femei căsătorite Captivii nu numai că au fost nevoiți să mărșăluiască îmbrăcați într-o procesiune solemnă cu ocazia victoriei Pentru a ispăși vinovăția stării lor, însăși înfățișarea locuitorilor din Caria avea să devină pentru totdeauna personificarea sclavilor înclinați sub povara Bărbaților rușinii: arhitecții de atunci au decorat clădirile publice cu statui ale femeilor cariene aplecate sub greutate; portaluri astfel încât crima oamenilor din Caria și pedeapsa etapei care i-au atins să fie cunoscute pentru edificarea generațiilor viitoare ;i Studiul filosofiei (care cuprindea pe atunci ceea ce numim acum fizică), după Vitruvius, aduce la arhitect un caracter exaltat, modestie, dreptate și conștiinciozitate fără interes propriu, Argumentele prin care Vitruvius justifică necesitatea ca arhitectul să înțeleagă în muzică, sunt mai practice cincisprezece Astfel, un arhitect trebuie să fie capabil să proiecteze și să construiască vehicule de luptă precum baliste și catapulte Forța cu care aruncă proiectile depinde de tensiunea corzilor, iar traiectoria proiectilelor depinde de acordarea acestora Pentru ca corzile să fie acordate la unison, trebuie să vă asigurați că toate au aceeași lungime și aceeași densitate, prin care tensiunea lor ar fi și ea aceeași, dar Vitruvius omite aceste detalii Un alt fel de relație între arhitect și muzică apare în construcția teatrelor Pentru a crește puterea vocii actorului, vase de bronz au fost plasate în nișe speciale sub scaune Era de datoria arhitectului să selecteze dimensiunile și °RMU ale vaselor în așa fel încât acestea să rezoneze pentru a obține efectul dorit Arhitectul a trebuit să poată construi și organe romane de apă, care aveau un dispozitiv destul de complex - și acest lucru necesita o cantitate destul de mare de cunoștințe în muzică Necesitatea ca un arhitect să înțeleagă ceva din medicină, să urmărească modul în care avocații interpretează legile și să aibă cunoștințe despre astronomie și teoria mișcării corpurilor cerești va deveni clar dacă luăm în considerare punctele de vedere ale lui Vitruvius asupra arhitecturii în general Potrivit lui Vitruvius, arhitectura în sine constă în ordonare (proiectare), dispoziție (planificare), aderență la euritmie, decor, simetrie și distribuție (calcul economic) În această listă există cuvinte care au acum un sens complet diferit Hirotonirea, explică Vitruvius, dă măsura adecvată părților individuale, în timp ce simetria stabilește proporționalitatea proporțiilor cantitative dintre părți și întreg „Simetria”, își dezvoltă gândirea Vitruvius, „este armonie, alcătuită din diviziunile clădirii în sine și care corespund acesteia în ansamblu; este un răspuns de comensurabilitate cu o parte din ea luată ca standard la apariția figurii sale integrale”* Euritmia este atractivitatea aspectului și armonia combinației * Despre arhitectură,—p , părți individuale ale clădirii Simetrie - înseamnă armonia proporțiilor părților individuale ale clădirii și proporționalitatea acestora cu întreaga clădire, dacă una dintre părți este luată ca standard de lungime „Așa cum în corpul uman proprietatea euritmiei sale ”, continuă Vitruvius, „este proprietatea de proporționalitate a măsurii luate de la cot, picior, palmă, deget, cu alte părți ale corpului, tot așa și aceasta are loc cu proiecte de construcție perfecte” * Partea finală a acestei afirmații ar putea servi drept bază pentru o întreagă disertație! Artistul, văzătorul și poetul William Blake ( - ) a folosit cuvântul „simetric” într-una dintre poeziile sale într-un sens foarte apropiat de cel pe care Vitruvius l-a pus în el: "Tigru! O tigru! ardere uşoară „În adâncul desișului de la miezul nopții, Cine a conceput imaginea ta simetrică de foc?” ** Încă vorbim despre lipsa de simetrie completă între jumătatea stângă și cea dreaptă a feței umane Simetria în sensul pe care Vitruvius l-a pus în acest cuvânt include conceptul de echilibru În matematică, cuvântul simetrie are un sens foarte specific Dacă există o mapare unu-la-unu a unei mulțimi S pe ea însăși, atunci această mapare se numește simetrie, iar mulțimea S este numită simetrică în raport cu această mapare Mai multe despre interpretarea matematică a simetriei vor fi discutate în Cap În alegerea părților corpului uman ca module standard (dacă Vitruvius a fost primul care a implementat această idee) s-au făcut verigile inițiale ale acelui lanț istoric care leagă la infinit pe Vitruvius, Albrecht Dürer, Leonardo da Vinci mulți alți artiști cu arhitectul modern- * Despre arhitectura — Pagina ** Traducere de S Ya Marshak Cu toate acestea, termenul „proporțional” al traducătorului este înlocuit aici de utilizarea de către Blake a termenului „simetric” (simetrie engleză) - Notă, trad rrm De Corbusier, despre care se va discuta în departare *, ііё'm - ' Geometria apare pentru prima dată pe paginile cărții lui Vtsruviy „Despre arhitectură”, când autorul începe să ia în considerare vânturile dominante Preocupat de confortul și sănătatea locuitorilor orașului, recomandă alegerea direcției străzilor astfel încât cu siguranță retrasele să nu poată sufla de-a lungul străzilor Vitruvius enumeră opt vânturi majore și șaisprezece minore spumoase Principalele vânturi se numesc: Septentrion, Aquilon, Solanus, Eurus, Austra, Afrik, Favonius și Caurus Fiecare dintre ele are propriile trăsături distinctive și lovituri în anumite momente ale zilei Pe fig arată nu numai cele principale, Orez unu optsprezece dar și vânturi minore * (Este potrivit să remarcăm că opiniile anticilor, Aristotel, Senyok, Pliniu, Vitruvius și alții, diferă semnificativ în ceea ce privește numărul și numele vântului ) Vitruvius recomandă începerea amenajării străzilor orașului prin găsirea unei linii nord-sud Pentru aceasta, în centrul viitorului oraș pe o zonă plată, este necesar să instalați un gnomon sau un indicator de umbră Pe la ora cinci dimineața, este necesar să se marcheze punctul până la care va ajunge capătul umbrei și, dând busolei o soluție egală cu lungimea umbrei aruncate de gnomon, să descrie un cerc cu un centru care coincide cu baza umbrei La prânz, când umbra gnomonului începe să crească din nou, este necesar să o monitorizați cu atenție și să marcați punctul în care umbra atinge din nou cercul Împărțind la jumătate unghiul dintre pozițiile de dimineață și amiază ale umbrei, obținem direcția dreaptă nord-sud care trece prin baza gnomonului Urmând instrucțiunile lui Vitruvius, împărțind cercul / în părți și, luând dreapta nord - sud pentru axa de simetrie (desigur, reproducem recomandările lui Vitruvius, nu reproducem textul), împărțim cercul în {Dublu sectoare Fiecare dintre vânturile principale corespunde! ! Vitruvius presupune că cititorii săi știu | Cum să împartă un unghi în jumătate și, în consecință, npnj împărțirea repetată pentru a obține al patrulea, al optulea și; ^ în cele din urmă, al șaisprezecelea unghiului original Să vedem cum face Vitruvius „\ Luați un cerc centrat în punctul A (Fig ) O dreaptă care trece prin centrul cercului, diametrul cercului, îl împarte în jumătate Fie punctele E și F capetele diametrului Punând vârful unui picior al busolei în punctul E și oferindu-i soluție egală cu * Poate fi de interes pentru cititor să le cunoască numele: Gallic, Supern, Boreas, Karbas, Ornithius, Caeccylus, Volturnus, Eurocircius, Altanus, Libonotus, Subvesperus, Argest, Etesius, Circius, Corus și Thrace - Notă, trad nouăsprezece segment EF, desenați un nou cerc Apoi, plasând vârful unui picior al busolei în punctul F și oferindu-i o deschidere * egală cu segmentul EF, desenați un al treilea cerc Fie Pu Q punctele de intersecție ale ultimelor două cercuri Apoi linia PQ trece prin centrul cercului original și traversează fiecare dintre semicercurile în care diametrul EF împarte cercul original Nu crezi că această afirmație are nevoie de dovezi? Dacă insistați asupra necesității unei dovezi, atunci este permis să întrebați: „Ce înseamnă exact să „demonstrezi” cutare sau cutare afirmație de geometrie?” (Em p ) Până când suntem de acord douăzeci presupune temporar că construcția de mai sus este corectă Să presupunem că un semicerc construit pe segmentul EF ca diametru, cu centrul în punctul A, este bisectat în punctul R și este necesar să bisecteze arcul RF Să facem o construcție asemănătoare celei de mai sus Amplasând vârful unui picior al busolei în punctul R și oferindu-i o soluție RF, descriem un cerc Apoi plasăm vârful piciorului busolei în punctul F și descriem cercul cu aceeași rază RF Linia care trece prin punctele de intersecție ale acestor două cercuri traversează arcul RF Dacă desemnăm punctul de mijloc al arcului RF ca Г, atunci arcul TF este */ din cercul original centrat în punctul A Împărțind arcul TF la jumătate, obținem necesarul dacă U este un punct care împarte arcul TF în jumătate, atunci arcul UF este același cu arcul UT , este VIb al cercului original Să presupunem acum că soluția busolei poate fi fixată Așezând vârful unui picior al busolei în punctul U și vârful celuilalt picior în punctul F, fixăm o deschidere egală cu segmentul UF Punând apoi pe ambele părți ale liniei nord-sud de-a lungul / cercuri, obținem sectorul în care vântul bate Austria (Fig ) Deoarece am vorbit despre fixarea soluției busolei noastre, trebuie remarcat că un cerc de rază AB dată cu un centru O poate fi construit și dacă avem doar un compas „de închidere” care nu permite transferul unui segment dintr-un anumit segment lungime de la o parte a foii de hârtie la alta Geometrii greci antici, se pare, foloseau busole fără picioare cu balamale, ceea ce nu permitea fixarea soluției sale Nu trebuia decât să rupe o astfel de busolă dintr-o tavă cu nisip, pe care se făceau construcții geometrice, pe măsură ce i se închideau picioarele Fie O, A și B date puncte (Fig ) Este necesar să construiți un cerc cu centrul O și raza AB, fără a utiliza o busolă (sau orice alt instrument) care vă permite să transferați un segment de o anumită lungime Mai întâi de toate, să desenăm un cerc cu centrul O și raza OA și un alt cerc cu centrul A și raza AO Asumat Presupunem că aceste cercuri se intersectează în punctele D și £ Desenăm apoi cercuri cu centrul D și raza DB și centrul E și raza EB, intersectându-se în punctul F În final, desenăm un cerc cu centrul O și raza OF Acesta este cercul care trebuia construit - cu un centru O și o rază egală cu segmentul AB Cu alte cuvinte, AB = OF Dacă desenăm un cerc cu centrul A și raza ĂB, atunci considerentele de simetrie în sensul modern fac posibilă demonstrarea corectitudinii construcției de mai sus, deoarece întregul desen în ansamblu este simetric * față de dreapta DE O dovadă echivalentă a corectitudinii construcției, poate ceva mai ușor de înțeles, este dată în exercițiile de la sfârșitul acestui capitol (exercițiu?) Menționăm busola „de închidere” deoarece în Elementele lui Euclid, marea carte de geometrie, pe care o vom studia în detaliu în capitolul , busola cu deschidere fixă (numită și busola modernă) nu este niciodată folosită pentru a transfera segmente de linie sau arce la * Desenați Fig pe o bucată de hârtie și îndoiți egr-ul de-a lungul liniei drepte DE Ce vei observa? cercuri Din ceea ce am demonstrat, rezultă că busola modernă nu are avantaje față de busola lui Euclid În scrierile sale Vitruvius dedică mult spațiu ;(deși nu la fel de mult ca Leonardo da Vinci în caietele sale)' proporțiilor corpului uman Această temă este împletită în discuția ulterioară despre simetrie Vitruvius crede că simetria apare din proporție - corespondența dintre dimensiunile părților și întregului și; dimensiunile unei părți alese ca standard, sau modul / Fără simetrie și proporții, structura templului este lipsită de regularitate, adică de proporționalitatea părților separate inerente unui corp uman bine construit / Iată care sunt proporțiile despre care vorbește Vitruvius în opera sa În opinia sa, natura a creat corpul uman în așa fel încât fața de la bărbie până la marginea superioară a frunții și chiar rădăcinile părului este * / zecime din întreaga lungime a corpului; același burghiu este lungimea palmei de la încheietura mâinii până la vârful degetului mijlociu; capul de la bărbie până la vârful capului este de / , de la partea superioară a pieptului împreună cu gâtul până la rădăcinile părului - * / iv și de la mijlocul pieptului până la coroană - / l din lungimea întregului corp Dacă lungimea feței este luată ca una, atunci distanța de la baza bărbiei până la extremitățile inferioare ale nărilor este de */ din lungimea feței; aceeași cantitate cade pe distanța de la extremitățile inferioare ale nărilor până la linia dreaptă care leagă capetele sprâncenelor; distanța de la această linie dreaptă până la rădăcinile părului este tot V din lungimea feței Lungimea piciorului este * / în lungimea întregului corp, lungimea brațului până la cot și lățimea pieptului - de asemenea * / din lungimea corpului Părțile rămase ale corpului au proporțiile lor simetrice caracteristice Folosindu-le în lucrările lor, sculptori celebri și artiști ai antichității și-au câștigat glorie fără margini de-a lungul veacurilor Următorul pasaj din Vitruvius a dat naștere la multe desene „ În continuare, este importantă următoarea observație: centrul corpului uman reprezintă în mod natural buricul; dacă pui o persoană pe spate ? cu mâinile întinse, rezultatele și plasați centrul busolei ^ în buric și conturați un cerc, apoi linia acestui cerc va atinge degetele ambelor mâini și picioare Dar nu numai figura cercului formează corpul uman, la fel există în el și conturul unui pătrat; dacă măsurați de la capetele picioarelor până în vârful capului și aplicați această măsură pe brațele întinse, atunci lungimea și lățimea vor fi egale, așa cum este cazul pe o „suprafață plană, care se face pătrată după măsură * * Insertul reproduce o ilustrație din ediția franceză a lui Vitruvius din , prin urmare, împreună cu grecești și romane, arată și unități regale (adică franceze) de măsurători comparative Mai târziu, Leonardo da Vinci a ilustrat conceptul lui Vitruvius despre proporțiile corpului uman cu desenul prezentat în planșa Să ne întoarcem la o altă latură a conceptului lui Vitruvius Vederea unei figuri umane înscrisă într-un cerc sugerează că romanii au răstignit de fapt oameni sub forma literei X, dar primii artiști care au surprins cea mai memorabilă răstignire din istorie în creațiile lor au considerat că poza celui răstignit nu este prea mare elegant și a schimbat forma crucii într-una care ne este cunoscută din nenumărate picturi și sculpturi În cărți precum a noastră, urmând logica dezvoltării ideii principale, este necesar să ne mișcăm în timp neobișnuit de rapid, atât într-o direcție, cât și în cealaltă L-am menționat deja pe Le Corbusier ca un arhitect modern care folosește module în munca sa Într-una din cărțile sale el spune următoarea poveste** De ceva timp, Corbusier a lucrat la un sistem de module, luând ca bază înălțimea unei persoane la , m (Aproximativ aceasta este creșterea francezului mediu ) * Despre arhitectura — Pagina ** Le Corbusier Arhitectura secolului XX — M : Progres, , p , ' (Câteva detalii despre aceste calcule vor fi date în capitolul ) Apoi, unul dintre angajații lui Corbusier a declarat: „Valorile; acceptate de „modul” sunt determinate, pe baza înălțimii unui bărbat de , m Dar aceasta este mai degrabă creșterea unui francez ^ Printre britanici, după cum probabil ați citit în * romanele lor polițiste, bărbați frumoși, de exemplu * polițiști, au invariabil o înălțime de picioare "Au încercat", continuă Corbusier, "să aplice acest standard, picioare = X , = = , cm Spre bucuria noastră, scara noului modulator, construit pe baza înălțimii unei persoane de picioare; legeg a fost tradus pentru picioare - inci în numere întregi pe toate treptele De asemenea, Corbusier a construit module bazate nu numai pe vizuina unui om de picioare, ci și pe dimensiunea unui bărbat de această dimensiune cu brațul întins* Această figură a ales-o Corbusier * ca un fel de stemă simbolică a „Modulere” Vitruvius observă că părți individuale ale corpului uman din timpuri imemoriale au servit drept bază pentru măsurători Un exemplu evident ar fi piciorul (piciorul:) Unele dintre aceste măsuri (întindere, deget, cot) sunt învechite astăzi Vitruvius se referă adesea la pitagoreeni, studenți și adepți ai lui Pitagora Se crede că Pitagora a trăit între și î Hr e , iar frăția pitagoreică a înflorit până în anul d Hr e Opera lui Vitruvius este împărțită în multe fragmente mici Autorul explică că atunci când a ales forma de prezentare, a urmat învățăturile pitagoreenilor Potrivit lui Vitruvius, Pitagora și adepții săi au considerat cel mai convenabil * să-și prezinte învățătura în cărți despre sistemul cuburilor Aceștia au stipulat că cubul era format din linii și că fiecare compoziție nu trebuie să depășească trei cuburi Dacă un cub este aruncat pe un avion, atunci acesta va sta pe una dintre fețele sale și va sta constant ca un zar pe o masă Pitagoreicii numesc sistemul lor sistemul de cuburi, aparent pentru că numărul de linii numit mai sus, aruncate ca un zar în mintea umană, este ferm imprimat în memorie Este ușor de observat că = - - , dar această descompunere nu ne spune nimic despre cum pitagoreicii asociau numărul numit cu un cub Noțiunea că esența Universului poate fi cunoscută prin studierea proprietăților corpurilor geometrice, caracteristice gândirii pitagoreenilor, nu trebuie considerată moartă acum Vom reveni la el de multe ori în viitor Afirmația lui Platon „Dumnezeu iubește geometria” a fost adesea citată în anii ai secolului nostru, când fizicienii teoreticieni erau angajați în construirea modelelor atomului, iar geometria era considerată un atribut esențial al tuturor ființelor raționale Dintre multele povești pe care Vitruvius le spune, una povestește despre filozoful Aristippus, aruncat afară după un naufragiu pe insula Rodos Observând figurile geometrice înscrise pe nisipul litoralului, / Aristippus și-a înveselit tovarășii de nenorocire: „Înveselește-te! Văd urme umane!” Acest ezyzod este descris într-o gravură dintr-o carte publicată în Traducere latină a „Secțiunilor conice ale lui Apollonius” de Edmund Halley În timp ce Aristippus contemplă cu evlavie o pereche de hiperbole conjugate înscrise pe nisip, tovarășii săi pierd în valuri Din păcate, nu toți cei care au reușit studiile geometrice sunt marcați și de bune calități umane! Dacă judeci calitățile umane doar după pasiunea ta pentru geometrie, este ușor să cazi în eroare * Multă vreme, nimeni nu s-a îndoit de existența canalelor pe Marte De aici a urmat concluzia „imuabilă” despre locuibilitatea acestei planete Cu toate acestea, odată cu apariția telescoapelor mai puternice, s-a dovedit că obiectele care au fost considerate anterior drept canale nu au fost și toată lumea, cu excepția scriitorilor de science fiction, a trebuit să renunțe la ideea locuitorilor inteligenți de pe Marte Acum avem chiar și fotografii la scară mare ale lui Marte, făcute aproape „de aproape” De asemenea, s-au încercat să se trimită mesaje codificate în spațiul cosmic care să fie înțelese de ființele inteligente aflate la un nivel înalt de dezvoltare Dacă am vrut să găsim un înlocuitor potrivit pentru canalele marțiane și să desenăm la scară mare unele geometrice o figură care este în mod evident capabilă să convingă observatorii extratereștri de existența unor forme inteligente pe planeta Pământ viaţa, cu greu a fost posibil să sugerăm ceva mai reuşit decât celebra cifră dată de Euclid în demonstrarea marii teoreme lui Pitagora: pătratul construit pe ipotenuză este egal cu suma pătratelor construite pe catete (Fig ) Demonstrarea acestei teoreme în Elementele lui Euclid este o consecință logică a altor teoreme asupra zonelor în care figura prezentată în Fig cifre linii diferite Sunt posibile și alte dovezi Unul dintre ele este oferit ca exercițiu la sfârșitul acestui capitol Aceeași idee a fost exprimată de Jules Verne în romanul „De la Pământ la Lună pe o rută directă în , ore și de minute” Următorul pasaj din acest roman merită a fi citat aici: „ În urmă cu câteva zile, un matematician german a propus echiparea unei expediții științifice în stepele siberiene ^ Acolo, aici, câmpii largi, se puteau înfățișa figuri geometrice gigantice și, în plus, atât de strălucitoare încât ar fi vizibile din luna, printre altele, triunghiul pitagoreic, pe care îl numea colocvial „pantaloni pitagoreici” „Orice ființă rațională”, a susținut geometrul, „ar trebui să înțeleagă semnificația științifică a acestei figuri Prin urmare, seleniții, dacă doar există, vor răspunde cu o cifră similară și atunci va fi ușor să creeze un alfabet care să le permită oamenilor să facă schimb de gânduri cu locuitorii Lunii L-am citit pentru prima dată pe Jules Verne în urmă cu aproximativ patruzeci de ani, dar această idee a lui este profund înrădăcinată în subconștientul meu Cu toate acestea, să ne întoarcem din nou la geometrii antici Se știe că Platon era foarte interesat de geometrie, iar Vitruvius dă una dintre teoremele sale - teorema privind dublarea pătratului Să presupunem că un pătrat este dat cu o latură de picioare și, prin urmare, cu o suprafață de de picioare pătrate Cum se construiește un pătrat de de metri pătrați? Metoda de construire a unui astfel de pătrat este prezentată în Fig , iar corectitudinea sa este evidentă, deoarece noul pătrat este format din patru triunghiuri, fiecare dintre ele congruent (egal) cu un triunghi care este jumătate din pătratul original Vitruvius notează că această problemă nu poate fi rezolvată aritmetic și se referă la o descoperire care a provocat o criză în dezvoltarea gândirii matematice grecești: dacă laturile unui pătrat au lungimea unitară, atunci lungimea diagonalei sale nu poate fi reprezentată ca număr rațional, adică ca o fracție p / q, unde p și q sunt numere întregi După teorema lui Pitagora, pătratul construit pe diagonală este egal cu suma pătratelor construite pe laturile unității, deci (diagonala) = și lungimea diagonalei este de ^ unități Este destul de ușor de demonstrat că numărul ^ nu poate fi * Verne J Colectat op în volume, vol - M : GIHL, , p - , Orez cinci rațional, iar grecii de atunci nu cunoșteau alte numere (vezi dovada de mai jos) Există o teoremă inversă teoremei lui Pitagora, care afirmă că dacă pentru un triunghi cu laturile a, b și c relația a = b + c este adevărată, atunci un astfel de triunghi este dreptunghic Cel mai simplu dintre aceste triunghiuri are laturile lungi de , și unități (Prin cel mai „simplu” ar trebui să se înțeleagă aici un triunghi, ale cărui lungimi sunt exprimate în numere întregi, iar aceste numere sunt cele mai mici posibile ) Aparent, civilizațiile antice care au precedat limba greacă puteau „construi unghiuri drepte, dar este nu stiu cum au facut-o Afirmația că raportul ’ - = + * era cunoscută de egiptenii antici și * au folosit o frânghie împărțită prin noduri în , și părți egale pentru a construi unghiuri drepte este foarte vulnerabilă Vitruvius știa despre asta În lucrarea sa, un triunghi cu laturile , și E este menționat atunci când se analizează metoda de construire a scărilor (Fig ) Vitruvius* relatează că Pitagora, după ce a formulat teorema care îi poartă acum numele, a sacrificat un taur zeilor Potrivit lui Cicero, ei bine EV geometrul sacrifica invariabil un taur de fiecare dată când făcea o „descoperire geometrică”, iar după ce și-a dovedit celebra teoremă, a fost atât de încântat încât a trimis o sută de tauri la sacrificare! Tradiția sărbătoririi unei descoperiri ieșite din comun este foarte comună printre oamenii de știință; dar cei mai mulți dintre matematicienii cunoscuți de mine cred că împărăția lui Dumnezeu este în ei înșiși și, după ce au făcut o cercetare bună, încearcă să-și facă pe plac eul lor interior Astfel, cei care fumează trabucuri își cumpără o cutie cu niște trabucuri speciale, mulțumindu-și conștiința interioară sau subconștientul, oricât s-ar numi, astfel încât să „dezvăluie” ceva și mai remarcabil Matematicienii au început să adere la o astfel de practică cu mult înainte de apariția teoriilor lui Skinner despre întărirea noilor reacții de către organism Vitruvius citează teorema puțin cunoscută a lui Platon ca exemplu de har etern care curge din activitățile marilor oameni de știință, spre deosebire de activitățile sportivilor care nu lasă nimic în urmă Vitruvius, se pare, a fost foarte jignit că în vremea lui sportivii primeau mult mai multe recompense decât un filozof Ar fi mai bine dacă ar fi fost invers treizeci •Dzaton a rezolvat problema dublării pătratului, dar există o altă problemă faimoasă a antichității, cunoscută sub numele de „problema dublării cubului”, care nu este atât de ușor de rezolvat Vitruvius spune legenda asociată cu ea?: În timpul unei ciumă cumplită, oracolul delfic a fost întrebat; cum să-i îmbărbătească pe zei astfel încât să-și modereze strălucirea Răspunsul oracolului a fost că nemulțumirea zeilor era cauzată de mărimea altarului pe care li s-au oferit jertfe Zeii au cerut ca un nou altar să fie ridicat de două ori mai mare Vechiul altar avea forma unui cub, așa că noul altar trebuia ridicat și sub forma unui cub cu muchia egală cu ka, unde a este lungimea muchiei vechiului altar și k = ! ; Un anume poet tânăr și foarte ignorant a dedicat un poem acestui eveniment, în care susținea că locuitorii Atenei ar fi ridicat un nou altar, toate dimensiunile fiind de două ori mai mari decât cele corespunzătoare vechiului altar Poezia a devenit celebră peste noapte! Întreaga Grecie a râs de ignoranța flagrantă a autorului său în geometrie: bietul om nu știa că dacă dublezi dimensiunea vechiului altar, atunci volumul noului altar va crește nu de , ci de ori Desigur, am parcurs mult încă din antichitate, dar odată, când eram implicat în arderea figurinelor ceramice, am aflat că la folosirea cuptorului se percepe o taxă pentru fiecare centimetru pătrat de suprafață a produsului Când am întrebat despre cum se calculează numărul de centimetri pătrați din suprafața figurinei, mi s-a spus că lungimea figurinei trebuie înmulțită cu / lățimea acesteia! Marele Jonathan Swift, în Călătoriile lui Lemuel Gulliver, publicat la începutul secolului al XVIII-lea, face multe remarci de natură matematică, și mereu inconfundabile! În timpul primei sale călătorii, Gulliver ajunge la omuleții mici - pitici Următorul pasaj este cel mai direct legat de subiectul pe care l-am atins: „Să se demnească cititorul să acorde atenție faptului că în ultimul paragraf al condițiilor pentru eliberarea mea, împăratul hotărăște să-mi dea de mâncare și de băut într-o cantitate suficient pentru hrănind , liliputieni După ceva timp, l-am întrebat pe unul dintre prietenii mei de la curte cum a fost stabilită o astfel de cifră exactă La aceasta el a răspuns că matematicienii Majestății Sale, după ce au determinat înălțimea staturii mele atunci când cadranul a fost spart și constatând că această înălțime este în același raport cu înălțimea unui pitic ca doisprezece la unu, au ajuns la concluzia că volumul al corpului meu este cel puțin egal cu volumul corpuri ale liliputienilor și, în consecință, necesită de câte ori mai multă scriere” * [Rețineți că = - - ] Problema dublării cubului a fost rezolvată de grecii antici după ce au inventat noi curbe matematice (vezi p ) Poate că cititorul va găsi următoarea remarcă nu lipsită de interes Când Platon a fost întrebat care este, după părerea sa, sensul ghicirii oratorului delfic, înțeleptul a răspuns că grecii au lăsat studiul geometriei într-o neglijare rușinoasă și oracolul a vrut să le atragă atenția asupra acestei omisiuni Echivalentul modern al oracolului delfic, unde ești? Fiind arhitect, Vitruvius în eseul său nu a putut decât să abordeze aspecte precum locația clădirilor, aspectul lor și influența condițiilor meteorologice asupra designului lor De asemenea, face câteva observații despre influența climei asupra oamenilor În nord, potrivit lui Vitruvius, trăiesc rase de statură mare, fizic bun, cu părul blond drept, ochi albaștri și plin de sânge (Vitruvius trebuie să se refere la rasele celtice: romanii au ocupat Marea Britanie timp de câteva secole ) Rasele care trăiesc în imediata apropiere a zonei de amiază, în locurile în care Soarele trece direct deasupra capului, sunt piele scurtă, închisă la culoare, păr creț Au ochi negri, picioare puternice, dar sunt anemici Din cauza anemiei, locuitorii din hot * Swift J Călătorește în unele țări îndepărtate ale lumii de către Lemuel Gulliver, mai întâi chirurg, iar apoi căpitanul mai multor nave - M - L : „Academia”, , p țările sunt timide la vederea unei săbii, dar suportă cu ușurință căldura și febra Cei născuți în nord își pierd rapid puterea și sunt mai puțin capabili să reziste la febră, dar datorită multitudinii lor inerente, rezistă fără teamă forței armelor Romanii ocupă exact posesiunile de care au nevoie: țara lor este situată chiar în centrul lumii, în mijlocul altor popoare și țări Așa cum planeta temperată Jupiter se mișcă între planeta fierbinte Marte și planeta rece Saturn, Italia, situată între nord și sud, combină proprietățile ambelor în proporții adecvate, ceea ce îi conferă avantaje incontestabile Folosindu-le, ea zdrobește atacurile curajoase ale barbarilor din nord cu mâna ei puternică și paralizează calculele subtile ale sudicilor cu înțelepciunea ei Contrar afirmării lui Vitruvius despre statura mică a raselor care trăiau în imediata apropiere a zonei de amiază, printre sclavii aduși din vastele posesiuni africane ale Imperiului Roman se aflau și oameni de înaltă statură Se pare că erau reprezentanți ai poporului dinka Vitruvius în structura clădirilor și în raționamentul său dă o preferință clară pentru simetrie El își expune concluziile în perioade rotunde, iar încheierea fiecăreia dintre ele nu este greu de prevăzut Dar să revenim la aspectul clădirilor Vitruvius cunoștea bine efectele cauzate de refracția atmosferică La fel ca mulți dintre cei care au trăit secole după el, Vitruvius credea că razele de lumină emană din ochi și nu intră în ele din subiectul în cauză Cu toate acestea, această concepție greșită nu a contat prea mult, deoarece Vitruvius știa tot ce trebuie să știe un arhitect despre artă și iluzii optice Comentariile sale detaliate despre construcția templelor duc la această concluzie Toate templele au fost construite cu coloane care se înclinau în sus, creând astfel iluzia unei înălțimi mai mari Pe fig arată un instrument geometric simplu care vă permite să obțineți același efect atunci când desenați Vom reveni la acest dispozitiv antic în capitolul ' dec pe ts) că, stând în fața clădirii, îi vedeți partea superioară, parcă, înclinată înapoi Cu toate acestea, Vitruvius explică greșit natura acestei iluzii, crezând că [se datorează faptului că segmentul este drept, desenat! de la ochi până la vârful clădirii, mai lungă decât linia dreaptă trasată de la ochi la bază Pentru a compensa această iluzie”, Sugerează Vitruvius; se înclină înainte la „/și înălțimea proprie toate părțile clădirilor” situate deasupra capitelurilor coloanelor arhitrave|i, fr$zy, cornișe, timpane, frontoane și așa mai departe și „afirmă că dacă urmați recomandările sale ; apoi ver) părțile vor părea a fi în picioare (poziția verticală corectă I În insistența sa de a introduce iluzii optice în arhitectură, Vitruvius imită clar modelele grecești antice El este întotdeauna neschimbat - dolari frc ă - doric, <> - ioidch sk іy, в - ordinele corintice vorbește despre antici cu mare evlavie, deși constată că arhitectura romană contemporană are și multe merite înalte S-au întâlnit în arhitectura antică greacă și romană coloane de trei tipuri: corintice, ionice și dorice, iar Vitruvius oferă o relatare detaliată a istoriei lor și a aranjamentului detaliat Tipul de coloane este ușor de recunoscut după majuscule (Fig ) Înainte de a trece la descrierea ordinelor date de Vitruvius, să luăm în considerare metoda de construcție aproximativă a spiralelor găsite în ordinea ionică Această metodă a fost propusă de Dürer în lucrarea sa despre geometria practică, despre care va fi discutată mai jos, dar, aparent, el era cunoscut lui Vitruvius Prin această construcție, spirala constă dintr-o succesiune de arce de cerc (Fig ) Punctul Pi servește ca centru al arcului * într-un sfert de cerc, punctul P este centrul următorului arc, punctul P este arcul care se conjugă cu cel anterior și așa mai departe Fiecare arc este egal cu un sfert de cerc, iar razele arcurilor pot scădea conform oricărei legi Vom discuta despre spirale mai detaliat în capitolul despre curbe Primul, conform lui Vitruvius, a fost ordinul doric din cele mai vechi timpuri Potrivit legendei, constructorii au măsurat amprenta piciorului unui bărbat și au descoperit că aceasta făcea parte x / s din înălțimea unei persoane Au transferat proporția găsită pe coloană și au pus deoparte grosimea acesteia la bază de ori în înălțime, inclusiv capitelul Așa că coloana dorică a început să întruchipeze proporțiile, puterea și frumusețea corpului masculin Mai târziu, când grecii antici au vrut să construiască un templu al unui nou ordin în onoarea Dianei, ei, pe baza dimensiunii picioarelor, a găsit proporțiile caracteristice unei femei zvelte și a construit o coloană, a cărei grosime era !/ din înălțime, astfel încât coloana părea mai înaltă în aparență Așa că au inventat două tipuri diferite de coloane: una - asemănătoare în aparență cu un bărbat gol, cealaltă - care amintește de grație, ornamente și proporții ale unei femei zvelte Înălțimea capitelului unei coloane ionice ar trebui să fie doar / din grosimea coloanei, în timp ce înălțimea capitelului unei coloane corintice este egală cu grosimea acesteia - Capitelul coloanei corintice este decorat cu frunze de acant Vitruvius dă o legendă despre aspectul lor Odată, Callimachus, trecând pe lângă piatra funerară a unei tinere fecioare din Corint, a văzut lăstari de acant, îndoiți sub greutatea unui coș cu mărunțișuri ale defunctului, pe care doica ei îi adusese în mormânt Lovită de frumusețea liniilor, Callimachus a întruchipat lăstarii de acant în coloanele pe care le-a construit (insertul ) Frunza de acant este poate cel mai des folosit motiv din întreaga istorie a artelor decorative Apropo de pictura în frescă, Vitruvius se plânge amar de artiștii decadenți contemporani care au preferat să picteze pereții cu tot felul de absurdități, în loc să înfățișeze cu adevărat obiecte reale „În loc de * coloane * se pun - stuf, - în loc de acoperișuri înclinate - mici în formă de lingură - bucle cu frunze răsucite și volute sau, de exemplu, candelabre susținând imagini ale clădirilor mici; deasupra frontoanelor acestor clădiri, ridicându-se de la rădăcinile lor una după alta: tulpini fragile cu volute, contrar bunului simț, poartă figuri așezate, sau aceleași tulpini poartă alte figurine – unele cu capete de om, altele cu capete de animal Astfel de lucruri nu există, nu pot exista și nu au existat niciodată în lume * Din fericire, pictorii nu au urmat niciodată instrucțiunile arhitecților și, înfățișând anumite obiecte, nu s-au gândit să respecte „reguli de siguranță” În acest punct, nu suntem de acord cu Vitruvius Cu toate acestea, este imposibil să nu admitem că toate judecățile exprimate în paginile a zece cărți din „Despre arhitectură” sunt foarte temeinice În timpul construcției teatrelor s-a acordat o atenție deosebită acusticii Vitruvius îi laudă pe arhitecții antici pentru înalta lor artă, care le permite să creeze exemple de neegalat Am menționat deja vasele de bronz care jucau rolul de rezonatoare pentru a amplifica vocile actorilor Desigur, aceste vase au dispărut de mult din ruinele amfiteatrelor antice grecești, dar și astăzi una dintre cele mai izbitoare impresii este lăsată de acustica perfectă a amfiteatrului din Epidaur, pe care oricine ajunge acolo o poate experimenta Stând pe marginea acestui castron uriaș, poți desluși cu ușurință fiecare cuvânt șoptit în mijlocul scenei Desigur, accidentul unui astfel de layout de succes nu este exclus, dar Vitruvius este serios îngrijorat de faptul că publicul îi aude bine pe actori și este gata să folosească toate mijloacele cunoscute de el pentru a-și atinge scopul Este aproape sigur că amenajarea unor teatre moderne cu o scenă rotundă își datorează originea ignoranței despre cum arăta scena pe vremea lui Shakespeare * Despre arhitectura — Pagina , La L'- i- s G v I'- • ; > ĂB Vrem să desenăm un cerc centrat în punctul O cu raza AB fără a transfera lungimea segmentului folosind o busolă Să construim un triunghi echilateral ADO pe segmentul L Fie ca un cerc centrat într-un punct A și raza AB să intersecteze segmentul AD într-un punct F situat între punctele A și £>, iar un cerc centrat în punctul D cu raza DF să intersecteze segmentul DO într-un punct O situat între punctele D și O Demonstrați că lungimea segmentului OG este egală cu lungimea segmentului AB și deci un cerc centrat în punctul și o rază de satisface cerințele noastre Compara aceasta pdstronie; este dat la pagina , Luați în considerare cazul când L O unele perechi de puncte ale elipsei și, prin urmare, pentru a construi o schiță foarte precisă a imaginii în perspectivă a cercului Ceea ce construim cu adevărat este o secțiune plată a conului pe care o obținem atunci când ne conectăm ochiul V la toate punctele cercului Chiar și grecii antici știau că există cel puțin trei tipuri de curbe: elipsă, parabolă și hiperbolă Proprietățile acestor curbe vor fi luate în considerare mai jos Destul de interesantă este abordarea lui Dürer față de aceste curbe, numite în mod adecvat secțiuni de cai Dar mai întâi trebuie să aflăm ce crede Dürer despre geometrie În „Dedicația lui Pirckheimer”, prefațată de „Ghid”, se spune următoarele: „ Deoarece ea [știința măsurării „Perѳ^ este adevărata bază a oricărei picturi, apoi m-am hotărât să-i expun începuturile și temelia pentru toți tinerii însetați de cunoaștere ” * Dar Dürer și-a conceput cartea ca un „ghid” practic și nu ca un tratat de matematică pură El dă un singur exemplu (primul din literatura germană) de demonstrație matematică riguroasă Pe de altă parte, cu rare excepții, Dürer distinge cu scrupulozitate între „aserțiuni teoretice exacte și construcții aproximative și construiește întreaga expunere într-o manieră neobișnuit de metodică Se știe că în timpul șederii sale la Veneția Dürer a dobândit o ediție a lui Euclid și că el (deseori cu ajutorul lui Pirkheimer) s-a familiarizat și cu ideile lui Arhimede, Heron, Ptolemeu și Apollonius Dar principalul lucru a fost că Dürer era un geometru înnăscut El nu numai că a prezentat teoria secțiunilor conice în limba germană pentru prima dată, dar a arătat și cum se desenează secțiuni plane ale oricărui con Detalii despre construcția propusă de Ditzrer sunt date în capitolul Se credea că metoda lui Dürer era complet originală Cu toate acestea, în epoca lui Dürer, lucrările lui Apollonius au fost reînviate pe pământ european Mi se pare că construcția lui Dürer este în întregime susținută în spiritul lui Apollonius * Durer A - T , p Orez paisprezece Metoda propusă de Durer pentru construirea unei elipse este prezentată în Fig , iar explicaţiile sunt date în capitolul Este uşor de observat că cel prezentat în fig elipsa are o formă ovoidă, în timp ce o elipsă reală are două axe de simetrie Aparent, Dürer, ca orice școlar, a fost indus în eroare de intuiție și a considerat că elipsa ar trebui să se extindă pe măsură ce conul din care este o secțiune se extinde a apreciat foarte mult opera lui Dürer Dorind să găsească un echivalent german pentru elipsa stângă, Dürer a inventat cuvântul „Eieglipie” pentru o curbă ovoidă Pe de altă parte, dacă repeți construcția propusă de el, atunci o mică greșeală va distorsiona elipsa și îi va da forma de ou Nu cred că Dürer greșește Apropo, Kepler a fost cel care a descoperit primul că planetele se învârt în \ elipse, și nu în epicicluri și, prin urmare, a stabilit valoarea fundamentală a elipsei, ca în jurul centrului în cercuri Dar când s-a ridicat ideea că ar fi mai natural să considerăm soarele ca pe un zuitr, orbitele circulare simple nu au fost suficiente pentru a descrie mișcările planetelor! Au apărut epiciclurile TJ - curbe care sunt descrise de „punctul P, deplasându-se într-un cerc în jurul punctului” Deci, am văzut că cercul din desenul în perspectivă arată ca o elipsă În acest sens, este imposibil să nu menționăm faptul că din timpuri imemoriale s-a obișnuit să se înfățișeze cercurile în picturi și desene ca elipse Astfel de reprezentări ale cercurilor le găsim pe unii; Frescele pompeiane, păstrate: -înainte de: nDshchih „DAY ^y (moartea Pompeii datează din anul ) !Reveal (un tratat despre perspectiva lui Jan Friedemann de Vries/eliberat' în * Mai jos (Fig și ) sunt prezentate câteva epicicloide - curbe care descriu un punct pe un cerc care delimitează un cerc care se rostogolește din exterior de-a lungul unui cerc fix (Fig și ) Aceste epicicloide sunt epicicluri cu unul și doi cuspizi e;, vom găsi și cercuri desenate ca elipse Dar de îndată ce trecem la imaginile sferelor, devine clar că nu totul merge bine cu ele: contururile sferelor din picturi și desene sunt sub formă de cercuri Un con cu un vârf în ochiul observatorului, care se obține prin conectarea ochiului la toate punctele sferei, are o formă deosebit de simplă - un astfel de con se numește con circular drept Acest con este familiar tuturor Grecii antici considerau secțiuni plate ale unui con circular drept Este ușor de observat că multe planuri intersectează conul de-a lungul elipselor, iar de-a lungul cercurilor numai cele care sunt perpendiculare pe linia dreaptă care leagă ochiul de centrul sferei - axa conului În consecință, dacă artistul nu ocupă o poziție foarte specială în raport cu natura, atunci el trebuie să înfățișeze sfera din imagine ca o elipsă, și nu un cerc Cartea fascinantă a lui Pirenne „Optică, pictură și fotografie” * conține fotografii excelente * Rigeppe M N Optica, Pictură și Fotografie — Cambridge, Cambridge University Press, un decantor de sfere luate cu o cameră cu un orificiu ca obiectiv (Inset ) Imaginile realizate de un astfel de aparat de fotografiat reproduc exact ceea ce ne străduim atunci când încercăm să desenăm sau să desenăm natura * Vedem că sfera de pe acoperișul bisericii Sf Ignatius din Roma pare a fi o elipsă în perspectivă Pirenne a fotografiat și cinci sfere sprijinite pe bazele superioare ale cilindrilor În această fotografie, pe care nu o prezentăm, se vede clar că imaginea în perspectivă a unei sfere se poate schimba de la un cerc la o elipsă Dar artiștii au persistat timp de secole în a desena sfere mai degrabă ca cercuri decât ca elipse Și acum intrăm într-o zonă spinoasă și încă provocăm multe controverse și dezacord În tabloul lui Rafael „Școala din Atena”, acum depozitat în Vatican? sferele sunt descrise ca cercuri Însă pictura lui Rafael nu poate fi considerată un exemplu de perspectivă monoculară: poate fi privită din mai multe puncte În secolul a făcut un experiment interesant: cercurile „greșite” din pictura lui Rafael au fost înlocuite cu elipse „corecte” și versiunea „corectată” a „Școlii din Atena” a fost prezentată publicului S-a dovedit că elipsele sunt inacceptabile: niciunul dintre privitori nu le-a perceput ca imagini cu sfere, în timp ce în imaginea lui Rafael însuși, ochiul (sau ochii) percep cercurile ca imagini cu sfere Leonardo da Vinci știa foarte bine că imaginile sferelor din picturi ar trebui să aibă în cele mai multe cazuri contururi eliptice, dar a evitat acest lucru Nu există un singur desen de Leonardo da Vinci care să înfățișeze sfere Problema foarte complexă și complicată a relației dintre artă și iluzie continuă să ocupe oamenii până în zilele noastre; ei îi este dedicată eleganta carte a lui Gombrich Art and Illusion* Să presupunem că vrem să construim reprezentări precise în perspectivă ale sferelor, chiar dacă arată greșit Pirenne remarcă că * Gombrich E H Artă și iluzie — Randam House, pentru aceasta, axa de simetrie a fiecărei elipse desenate de noi trebuie să fie îndreptată către punctul central de fugă al tabloului - baza perpendicularei, coborâtă din punct de vedere pe planul imaginii La prima vedere, poate părea că avem o teoremă greu de demonstrat, dar să analizăm mai atent afirmația lui Pirenne Să considerăm un con circular drept, care se obține prin conectarea punctului de vedere V cu toate punctele sferei Fie a fi planul imagine Deoarece ochiul se află în punctul V, planul a intersectează suprafața unui con circular drept de-a lungul unei curbe care servește ca conturul unei sfere în imagine Să presupunem că punctele acestei curbe sunt la o distanță finită de V Atunci curba noastră are forma unei elipse Dacă unele dintre punctele sale ar ajunge la infinit, atunci curba ar fi o parabolă sau o hiperbolă Fie N baza perpendicularei căzute din punctul V spre plan (Fig ) Este posibil să desenați infinit de planuri prin dreapta VN Luați în considerare cel care trece prin centrul sferei date și notați-l p Planul p care trece prin dreapta VN, care este perpendiculară pe planul a, este de asemenea perpendicular pe planul a Fie n linia de intersecție a planurilor aer Linia n trece prin punctul N, deoarece acest punct aparține atât planului a cât și planului p Prin urmare, linia n coincide cu axa de simetrie a elipsei , Este ușor să verificăm acest lucru dacă luăm avionul fig Linia dreaptă n este dreapta AA'N, unde A și A' sunt puncte ale elipsei, iar planul elipsei este perpendicular pe planul figurii Planul VAA' (planul p) este planul de simetrie al conului, deoarece orice plan care trece prin axa conului este un plan de simetrie Dacă din punctul P al elipsei scăpăm perpendiculara PM pe dreapta n(AA'), atunci prelungirea perpendicularei dincolo de punctul P va intersecta suprafaţa conului în punctul Q, iar PM = MQ Dar linia PMQ se află în planul elipsei, deci Q este un punct de pe elipsă pentru care este valabilă egalitatea segmentelor PM = MQ Prin urmare, linia n este axa de simetrie a elipsei Până acum am vorbit despre perspectiva corectă A trăit în secolul al XVIII-lea Artistul și gravorul William Hogarth a creat o gravură amuzantă intitulată Perspectivă greșită (Insert ) în care sunt izbitoare multe absurdități Hogarth a creat și o serie de gravuri „corecte”, care au servit în epoca sa ca un fel de edificare moralizatoare, care sunt neobișnuit de foarte apreciate de colecționari de astăzi Dar, în ciuda faptului că Hogarth era conștient de importanța perspectivei corecte, în unele dintre desenele sale, după cum notează Pirenne, tot nu a reușit să evite greșelile Nu este dificil să desenezi ceea ce ochiul se așteaptă să vadă, dar ceea ce este desenat poate diferi de ceea ce ochiul vede de fapt O categorie complet diferită include lucrările artistului olandez M Escher, care pot fi * văzut pe afișe publicitare din multe librării Escher folosește adesea obiecte tridimensionale inexistente cu cele mai neobișnuite proprietăți (de exemplu, scări, urcare pe care totuși poți reveni la punctul de plecare) și: iluzii optice Lucrările sale captează privitorul și lasă un sentiment ciudat, neliniștitor ; Psihologia percepției vizuale în timpul nostru se dezvoltă rapid Să sperăm că va reveni observatorului, iluziilor și tuturor celorlalte importanța care le-a fost acordată în Renaștere* După cum am subliniat în repetate rânduri, atunci când privim o imagine strict * susținută în spiritul teoriei perspectivei monoculare, alegerea punctului de vedere este de o importanță capitală Pirenne oferă câteva fotografii excelente ale celebrelor efecte realizate de fra Andrea Pozzo, un călugăr al ordinului iezuit ( - ) Fotografiile au reprodus pictura tavanului semicilindric al bisericii Sf Ignatie la Roma Pictura murală înfățișează o recepție găzduită de St Ignatius în rai, iar Pozzo a scris o carte în care a explicat cum a reușit să obțină efectele dorite Pe podeaua bisericii este marcat un loc unde ar trebui să stea un privitor cu un singur ochi pentru a vedea pictura în forma ei nedistorsionată Dacă stai în locul indicat, atunci se creează iluzia că tabloul trece cu mult dincolo de tavan și coloanele se ridică drept spre cer Dar merită să privim același tablou din aproape orice alt punct de pe podeaua bisericii, deoarece coloanele par a fi înclinate, iar întregul efect dispare Chiar și într-o imagine obișnuită expusă pe un perete vertical, uneori este extrem de dificil să găsești punctul în care a fost localizat artistul Galeria Națională din Londra are un tablou minunat de Hans Holbein, Ambasadorii Franței (planșa ) Înfățișează multe instrumente matematice și astronomice, care se pare că au constituit la începutul secolului al XVI-lea atribute inalienabile ale ambasadorilor În primul plan al imaginii vezi o pată ciudată alungită Aceasta este o anamorfoză * Vezi Gregory R L The Eye and the Brain — M : Progres, , € imagine distorsionată a unui craniu uman Dacă stai într-un anumit loc în fața imaginii, atunci distorsiunea dispare și craniul capătă forma sa obișnuită Cu toate acestea, încă nu am reușit să găsesc un astfel de loc Într-o zi, când mă ghemuiam și mă învârteam în fața unui tablou Holbein în căutarea zadarnică a unui punct de vedere misterios, comportamentul meu neobișnuit a stârnit suspiciunea unuia dintre paznicii galeriei și am considerat că este bine să mă retrag!* Încheind digresiunea noastră în teoria perspectivei, considerăm că este de datoria noastră să menționăm că am considerat doar tradiția europeană În peșterile din Ayan-ty (India), există picturi murale (secolul VI) pe care sunt folosite mai multe puncte de fuga pentru aceeași familie de linii paralele Au și o linie de orizont, dar uneori există mai multe orizonturi! O caracteristică și mai remarcabilă sunt lucrările picturii chineze, realizate între secolele X și XIII, în care linia orizontului este plasată în spatele privitorului Totuși, ne-am abătut suficient de mult de la Manualul lui Dürer și acum revenim la a doua carte a acestei lucrări, care este dedicată în principal construcției poligoanelor regulate, în special a celor care nu sunt obținute direct dintr-un pătrat sau un triunghi echilateral Până acum, am reușit doar să ne familiarizăm cu împărțirea în jumătate a unui arc de cerc dat, ceea ce a făcut posibilă construirea unui unghi drept, și metoda de construire a unui triunghi echilateral, care ne permite să obținem un unghi de ° Cu o busolă modernă cu deschidere fixă, același unghi poate fi construit înconjurând cerc o dată (Fig ) De asemenea, v-am arătat cum să găsiți / dintr-un cerc Vitruvius menţionează această metodă în legătură cu problemele astronomice (vezi p ) Nu toate construcțiile lui Dürer sunt originale Unele dintre ele pot fi găsite în compilație * În , o expoziție specială la Galeria Națională a fost dedicată picturii Holbein Tabloul a fost expus neîncadrat și atârnat mult mai jos decât de obicei Vizitatorii puteau vedea clar un craniu uman fără a risca să cadă sau să-și piardă reputația în ochii paznicilor (U Orez Manual de geometrie germană, publicat în Acest tratat conturează o metodă de construcție aproximativă a unui pentagon obișnuit folosind o busolă ruginită și încă vă permite să obțineți rezultatul dorit mai rapid decât alte metode de construcție utilizate în practică Fie AB o deschidere fixă a busolei Desenați două cercuri cu raza AB centrată în punctele A și B Fie C și D punctele de intersecție ale acestor cercuri (Fig ) Apoi, după cum se știe, AB = = AD = BD Să desenăm un cerc centrat în punctul D cu raza DA Acest cerc trece prin punctul B și intersectează segmentul CD în punctul E și cercurile cu centrele A și B în punctele F și G Desenați o dreaptă FE care intersectează cercul cu centrul B în punctul H și o dreaptă GE care intersectează cercul cu centrul A în punctul / Punctul K de intersecție a cercurilor cu centrele H și / dă cel de-al cincilea vârf lipsă al unui pentagon regulat În acest caz, Dürer nu atrage atenția cititorului asupra caracterului aproximativ al construcției De fapt, cu ajutorul geometriei, se poate demonstra că unghiul AVI nu este egal cu °, ci ° Г ', unghiul BA este egal cu unghiul ABH, fiecare dintre unghiurile VNK și AIK este puțin mai mare de ° și unghiul HK este puțin mai mare de ° Este aproape imposibil să detectezi diferențe atât de mici atunci când desenezi Durer oferă, de asemenea, o metodă precisă teoretic pentru construirea unui pentagon regulat, împrumutat din marea lucrare a lui Ptolemeu „Almagest”, dedicată astronomiei Fie O centrul cercului (Fig ), L a punct de pe cerc, iar E punctul de mijloc al segmentului O A Perpendiculara pe raza OD, ridicată în punctul O, se intersectează \ cu cercul în punctul D Folosind o busolă, puneți deoparte pe o linie dreaptă AO segment EF = ED Lungimea unei laturi a unui pentagon regulat înscris într-un cerc este egală cu lungimea segmentului DF În plus, lungimea segmentului OF este egală cu lungimea unei laturi a unui decagon regulat înscris în același cerc, iar dacă segmentul EG este perpendicular pe raza , atunci, conform lui Dürer, lungimea sa poate fi luată aproximativ ca fiind lungimea unui decagon regulat înscris într-un cerc heptagon Dovezile unora dintre aceste afirmații sunt oferite ca exerciții la sfârșitul acestui capitol Interesul lui Dürer pentru construirea de poligoane regulate reflectă utilizarea lor în Evul Mediu în ornamentele arabe și gotice și, după inventarea armelor de foc, în amenajarea tulpinilor puternice Este interesant de observat că doar câteva dintre clădirile construite vreodată seamănă cu un poligon obișnuit în plan Excepția notabilă de la această regulă este clădirea Pentagonului din Washington, D C Metodele medievale de construire a poligoanelor obișnuite erau aproximative, dar erau (și nu puteau fi) simple: s-a acordat preferință metodelor de construcție care nici măcar nu necesitau schimbarea soluției busolei, deoarece busola nu era echipată cu un dispozitiv care să vă permită pentru a restabili soluția originală după schimbare Leonardo da Vinci a scris multe despre poligoane, dar Durer, nu Leonardo, a transmis posterității metodele de construcție medievală Durer, desigur, era familiarizat cu „Principiile” lui Euclid, dar nu a citat în „Ghid” metoda propusă de Euclid pentru structura unui pentagon regulat, teoretic precisă, ca toate construcțiile euclidiene Euclid nu încearcă să împartă un arc de cerc dat în trei părți egale, iar Dürer știa, deși s-a găsit o dovadă algebrică abia în secolul al XIX-lea, că această problemă era de nerezolvat Gauss a fost primul care a descoperit ce poligoane regulate pot fi construite folosind o busolă și o linie dreaptă (descoperirea lui Gauss va fi discutată în capitolul ) Durer oferă în „Ghidul” său construcții aproximative care fac posibilă realizarea trisecțiunii unui arc arbitrar de cerc Construcțiile de acest fel sunt descoperite neîncetat de „trisectriști” - iubitori entuziaști de geometrie, care nu pot crede că este imposibil să se realizeze o trisecție exactă a unui unghi arbitrar cu o busolă și o linie dreaptă Construcția unui pentagon regulat propusă de Euclid include împărțirea unui segment de dreaptă în medie și raportul extrem, numit mai târziu proporția de aur și a atras, după cum vom vedea în capitolul , atenția artiștilor și arhitecților timp de câteva secole Dürer nu menționează raportul de aur, deși trebuie să fi cunoscut cartea entuziastă a lui Fra Luca Pacioli Despre proporția divină Punctul B împarte segmentul ABE în raportul mediu și extrem sau formează raportul său de aur, dacă raportul dintre partea mai mare a segmentului și cea mai mică este egal cu raportul întregului segment și partea mai mare Scrisă ca o egalitate de rapoarte, secțiunea de aur are forma AB/BE—AE/AB Dacă punem AB = a și BE = a/p astfel încât raportul de aur să fie egal cu ABIVE = y, atunci obținem raportul y = + /a Prin urmare, y satisface ecuația pătratică y - y - = Această ecuație are o rădăcină pozitivă și \u d (V - ) / \u d Rețineți că /c = (V g - )/ , deoarece (V - )X X(V + ) = - = Dacă construiți un pătrat cu latura AB (Fig ), găsiți mijlocul M al segmentului AB și trasați un arc de cerc cu raza MC centrat în punctul M până când se intersectează cu continuarea laturii AB în punctul E, apoi punctul B va împărți segmentul AE în raportul mediu și extrem Pentru a vedea acest lucru, observăm că prin teorema lui Pitagora MC \u d a + (a / ) \u d a / , de ce AE \u d a / ME \u d (d / + ) a / \u d c AB Un dreptunghi AEFD cu laturile AE = yiAD se numește dreptunghi de aur Cadrilaterul ABCD este un pătrat Este ușor de observat că și dreptunghiul BEFC este auriu, deoarece BC = a = uBE Această împrejurare sugerează imediat o subdiviziune suplimentară a dreptunghiului BEFC și, într-adevăr, ne vom ocupa de ea în Capitolul , Orez douăzeci Să luăm acum în considerare modul în care Euclid folosește raportul de aur pentru a construi un unghi de ° - în acest unghi este vizibilă latura unui pentagon regulat din centrul cercului circumscris în jurul lui Să începem cu segmentul ABE, împărțit la mijloc și extrem de punctul B (Fig ) Să mai desenăm arce de cerc cu centrele în Punctele B și E și cu raza AB care se intersectează în punctul C Puțin mai jos vom demonstra că ACi == AE, dar deocamdată: să luăm cu credință Deci fie AC = AE Notați cu a diferitele unghiuri EBC și CEB Deoarece AC = AE, unghiul ACE este de asemenea egal cu a Teorema că suma unghiurilor unui triunghi este ° ne permite să găsim unghiul ALL: este ° - a, iar unghiul EAC este a - ° Dar atunci unghiul ABC este egal cu ° - a, u, însumând unghiurile triunghiului ABC, obținem ° \u d (Za - °) + (Za - °) + ( ° - a), ' Unde a = ° și a = ° Deci, fiecare dintre unghiurile de la baza triunghiului BEC este de două ori unghiul de la vârf, egal cu ° Prin urmare, pentru a construi un pentagon regulat, este necesar doar să desenați orice cerc centrat în punctul E, intersectând latura EC în punctul X și latura EB în punctul Y: segmentul XY servește ca una dintre laturile pentagonului regulat înscris în cerc; înconjurând întregul cerc, puteți găsi toate celelalte părți Să demonstrăm acum că AC = AE Să presupunem că vârful C este legat printr-un segment de linie dreaptă la mijlocul N al segmentului BE Rețineți că, deoarece CB - CE, unghiul CNE este un unghi drept Conform teoremei lui Pitagora CN - a - (a / p) \u d a ( - / V) Pentru a găsi segmentul AC, aplicăm acum teorema lui Pitagora triunghiului ACN: AC = (AB + BN) + CN Prin urmare avem (AC/a) = ( + / p) + ( - / I ) = = + /p= + p=p (efectuând transformări, am folosit relația p = /p + , care este echivalentă cu relația + p - p ) Astfel, AC = da = pAB = AE, ceea ce urma să fie demonstrat Rețineți că nu am avut nevoie de valoarea numerică p = (u / s - ) / , ci doar de proprietatea definitorie a raportului de aur p Acesta a făcut posibilă simplificarea calculelor Kepler ( - ) deține următoarea afirmație despre raportul de aur: „Geometria are două mari comori Prima este teorema lui Pitagora, a doua este împărțirea segmentului în raportul mediu și extrem Prima poate fi comparată cu o măsură de aur, a doua poate fi numită o piatră prețioasă Este dificil pentru contemporanul nostru să-și imagineze entuziasmul care l-a cuprins pe un om renascentist la vederea frumuseților geometriei, dar este imposibil să nu menționăm acest lucru Geometru italian de la sfârșitul secolului al XVI-lea Pietro Antonio Cataldi a scris un întreg Orez o monografie despre construcția unui pentagon regulat propusă de Albrecht Dürer De asemenea, se știe că această construcție a dat hrană imaginației unor oameni precum Cardano, Tartaglia și Galileo Vom vedea mai jos că Leonardo da Vinci la una dintre perioadele vieții sale a fost atât de fascinat de geometrie încât a abandonat complet pictura Înainte de a părăsi poligoane regulate, am dori să arătăm cititorului un desen elegant pentru parchet, creat de Dürer pe baza unui pentagon obișnuit (Fig ) În exercițiul de la sfârșitul acestui capitol, cititorul va avea ocazia să-și încerce mâna la această formă de artă Cea de-a treia carte a Manualului este pur practică și conține exemple de aplicare a geometriei la probleme specifice din arhitectură, inginerie, arte decorative și construcția tipurilor Dürer a fost un admirator entuziast al lui Vitruvius, dar planurile sale se abat în multe privințe de la tradiția clasică, canonizată de arhitectul roman Dürer a dezvăluit un alt secret țărilor din nord (realizarea Renașterii italiene, despre care literatura a tăcut) - geometric construcția literelor romane Exemple de construcții ale lui Dürer sunt prezentate în fig De data aceasta, Dürer a acționat ca intermediar: construcții asemănătoare se găsesc în lucrarea lui Fra Luca Pacioli „Despre proporția divină” Întrebarea este firească: „De ce sunt atât de necesare construcții geometrice precise pentru construcția fonturilor?” Dacă literele sunt mici, atunci pot fi desenate manual cu mare precizie Dar inscripțiile literelor de dimensiuni mari, care trebuie să fie sculptate pe pietre funerare sau clădiri, sunt distorsionate dacă nu se recurge la construcția geometrică a literelor Când trece Durer la literele gotice, el le construiește complet originale, nu înguste; metoda împrumutată (fig ) Durf renunță complet la utilizarea arcurilor de cerc și, în loc să înscrie litere într-un pătrat mare, le construiește din mai multe forme geometrice standard: pătrate, triunghiuri și trapeze (cadrilatere cu două * laturi paralele) Cartea a patra a Manualului continuă și dezvoltă tema tratată în cartea a doua Este dedicat geometriei corpurilor tridimensionale - un domeniu care, din câte se știe, a fost complet uitat în Evul Mediu În primul rând, Durer ia în considerare cinci solide platonice obișnuite, numite astfel deoarece Platon le-a studiat proprietățile în termeni generali (Fig ) În capitolul , ne vom uita la Solidele platonice mai detaliat Aceste poliedre regulate au reapărut în legătură cu renașterea interesului pentru lucrările lui Platon, cauzată de descoperirea manuscriselor lucrărilor sale În plus, suprafețele solidelor platonice au servit drept modele excelente pentru studiul perspectivei Am menționat în repetate rânduri lucrarea lui Fra Luca Pacioli „Despre proporția divină” Pacioli ia în considerare solidele platonice și dă trei solide arhimediene semiregulate (numărul lor total este ), oferindu-le reprezentări în perspectivă Unele dintre desenele din cartea lui Pacioli sunt atribuite lui Leonardo da Vinci Dar Dürer în „Ghidul” său enumeră proprietățile a șapte solide arhimediene, inventează câteva solide noi care nu se încadrează în clasificarea lui Arhimede și propune necunoscute anterior V Orez o metodă binecunoscută pentru construirea unei dezvoltări a corpurilor tridimensionale pe un plan Fețele corpurilor formează legăturile de desfășurare legate între ele într-o anumită ordine Dacă o astfel de scanare este tăiată pe hârtie și pliată corespunzător, atunci se va obține un model tridimensional al corpului (Fig ) Vom întâlni astfel de evoluții în viitor După secțiunea despre solidele regulate și semiregulate, Dürer consideră problema Delhi, problema dublării cubului Durer o rezolvă în trei moduri Unele dintre soluțiile sale vor fi discutate în Capitolul Secțiunea despre problema Delhi duce în mod firesc la secțiunea finală a Manualului, un capitol despre perspectivă, care arată cum să construiți o imagine în perspectivă a unui cub iluminat stând pe un plan orizontal Pentru Dürer și mulți dintre contemporanii săi, așa cum am observat în repetate rânduri, perspectiva a fost coroana și piatra de temelie a edificiului maiestuos numit geometrie Înainte de a ne lua rămas bun de la Dürer, să aruncăm o privire rapidă la „Patru cărți despre proporțiile corpului uman, găsite și descrise de Albrecht Dürer din Nürnberg în beneficiul tuturor celor care iubesc o astfel de știință” Au ieșit după moartea lui Dürer; Prietenul apropiat al lui Dürer, Pirckheimer, a supravegheat tipărirea lor În această lucrare se simte clar influența lui Vitruvius Potrivit lui Panovsky *, Dürer recomandă ca atunci când construiți figuri umane, să respectați următoarele reguli: un umăr pe celălalt - ^ "- și așa mai departe La construirea figurilor se folosește în mod semnificativ geometria și, mai ales, proporțiile (Inset ) Iată un alt pasaj din cartea lui Panovsky: „Lungimea completă și axa principală a corpului în picioare este determinată de verticala principală, trecând de la călcâiul piciorului în picioare până la coroana capului prin fosa epigastrică Bazinul este înscris într-un trapez, pieptul este într-un pătrat (în unele figuri feminine este într-un dreptunghi alungit vertical), iar axele acestor figuri, întâlnite în fosa epigastrică, sunt ușor deplasate față de verticala principală Genunchiul piciorului în picioare și, prin urmare, lungimea ambelor coapse, se găsește prin împărțirea în jumătate * Panofsky E The Liîe and Art of Albrecht Diirer - Princeton University Press, , - segment de linie dreaptă; legând punctul superior al coapsei cu capătul inferior al verticalei principale Capul, dacă este întors în profil complet, se potrivește într-un pătrat, iar conturul umerilor, șoldurilor și feselor sunt determinate de arce de cerc Schema originală propusă de Dürer „într-o oarecare măsură comite violență împotriva naturii Neagă diferențele individuale și îngăduie cu curbe geometrice înghețate ceea ce ar trebui să trăiască și să pulseze Relativ devreme, numărul de arce circulare care defineau contururile corpului a fost limitat la trei ”, iar în unele desene, Dürer le-a abandonat complet Mai târziu, Dürer a fost nevoit să admită că „contururile figurii umane nu pot fi trasate cu busolă și dreptar” În cele patru cărți, schimbările care au avut loc în ideile lui Dürer despre figura umană sunt clar vizibile Călătoria lui Dürer în Italia (și, posibil, o întâlnire cu Leonardo da Vinci) a devenit un punct de cotitură în munca sa de teoretician al proporțiilor corpului uman În efortul de a înțelege secretele structurii figurii umane, Dürer a analizat datele măsurătorilor efectuate pe sute de oameni, dar nu s-a orientat niciodată către anatomie, în timp ce Leonardo da Vinci a fost unul dintre primii artiști care au studiat sistematic anatomia Poate că evoluția conceptelor lui Dürer a fost facilitată de un sentiment intuitiv că în figura umană există mult mai mult ascuns decât pot transmite rezultatele celor mai atente măsurători În prima carte, Dürer descrie cinci tipuri de fizic și caracter și, deși în a doua carte introduce în plus opt tipuri noi, însăși ideea existenței unei anumite reguli trebuie abandonată irevocabil Influența lui Vitruvius este urmărită în continuare nu în anumite proporții, ci doar în faptul că unele figuri sunt înscrise într-un pătrat sau cerc A treia carte conține diverse metode care îi permit artistului, pe baza unui principiu geometric invariabil, să modifice proporțiile oricărei figuri după cum este necesar, descrise în primele două cărți gah Aceste metode nu sunt altceva decât diferite tipuri de mapări geometrice Q unele dintre ele - așa-numitele mapări afine - le vom descrie mai detaliat Mapările afine fac posibilă obținerea de caricaturi (Inserarea ) Aici se poate vedea și influența lui Leonardo da Vinci, deoarece există multe astfel de desene în caietele sale Se pare că Leonardo da Vinci a făcut schițe caricaturale cu oameni reali Dürer a arătat că astfel de imagini distorsionate pot fi obținute într-un mod pur geometric Astfel, într-o oarecare măsură, ideea platoniciană că Dumnezeu iubește geometria a fost din nou confirmată! O mapare afină este o astfel de mapare unu-la-unu în care punctele merg la puncte, linii la linii, iar linia de la infinitul planului original merge la linia de la infinit pe planul hărții Același lucru poate fi spus mai simplu: liniile paralele ale planului original devin linii paralele pe planul de afișare În desenul nostru în perspectivă (Fig ) aceasta trebuie să însemne că punctul de vedere V este îndepărtat la infinit sau că planele a și a' sunt paralele În al doilea caz, nu primim distorsionați, ci doar o imagine mărită sau redusă a ceea ce vede ochiul nostru Dar imaginați-vă că Soarele sau o sursă îndepărtată de lumină se află în punctul V Apoi, „transparența” a poate fi ținută în mod evident în așa fel încât proiecția pe „ecran” a' să ofere o imagine distorsionată a ceea ce este imprimat pe transparență Cu toate acestea, liniile paralele vor deveni paralele, iar dacă trei puncte A, B, C de pe "diapozitiv" se află pe aceeași dreaptă, atunci proiecțiile lor A', B', C' de pe "ecran" se află și ele pe aceeași linie linie și , așa cum este ușor de arătat, rapoartele ABfBC și А'В'ІВ'С' sunt egale Aceasta poate fi folosită la construirea unei cartografii afine a unui desen sau desen dat, care se propune să fie realizată în exercițiul , pe care îl veți găsi la sfârșitul capitolului Am dat destul de multe exemple care mărturisesc în mod convingător că Dürer a fost un geometru înnăscut Cele Patru Cărți, traduse în latină în și mai târziu în multe limbi europene, au pus bazele antropometriei științifice Este imposibil să nu menționăm faptul că Michelangelo și mulți alți artiști și teoreticieni italieni au numit compoziția lui Dürer o întreprindere goală și o pierdere de timp Dar Dürer a intenționat cele Patru Cărți doar pentru ca artistul să le poată folosi pentru a obține o bază solidă pentru creativitate, dar nimic mai mult Dürer a scris: „Nu cred deloc că un artist ar trebui să măsoare constant cifrele Dacă ați înțeles știința măsurării și ați stăpânit teoria și practica ei, atunci nu este necesar să măsurați neobosit totul la rând, deoarece cunoștințele dobândite vă vor oferi un ochi adevărat S-ar putea spune mult mai multe despre atitudinea lui Dürer față de artă, dar capitolul nostru se apropie de sfârșit și ne vom limita la o singură remarcă finală La fel ca frații lor de artă în viață, artiștii Renașterii s-au străduit întotdeauna pentru auto-exprimare și poate că Dürer, mai mult decât orice alt artist al timpului său, este responsabil pentru creșterea conștiinței de sine pe care o vedem la artiștii contemporani Dürer a fost unul dintre primii care au ținut evidența gravurilor și desenelor sale, permițându-i, dacă era necesar, să-și amintească tema fiecărei lucrări și circumstanțele care au însoțit crearea acesteia De asemenea, a adunat lucrările altor artiști și și-a notat comentariile despre munca altora Prin urmare, când intri în galeria de artă, vei vedea câteva exponate pe pereți, iar în centru - explicații lungi ale artistului care descriu sentimentele care l-au stăpânit înainte, în timpul și după crearea unei anumite lucrări și o prezentare de opinii asupra vieții, inclusiv atitudinea artistului față de libertățile civile, poluare, avort, alimente organice și orice altceva, o parte din vina pentru acest lucru poate fi pusă pe Dürer, Exerciții Desenați un pătrat ABCD, împărțit în pătrate mai mici (Fig ) și construiți-i imaginea în perspectivă, în care laturile AB și CD sunt paralele cu linia orizontului pe planul imaginii Desenați transversale echidistante pe desenul dvs În pătratul ABCD discutat la exercițiul , înscrieți un cerc și construiți puncte pe imaginea în perspectivă a acestuia, folosind metoda descrisă la pagina Dacă aveți suficientă răbdare, atunci pătratul original ABCD poate fi acoperit cu un mai fin grilă subdivând fiecare dintre cele pătrate mici cu pătrate și obțineți o imagine mai precisă a elipsei înscrise în ABC'D' Construiți o imagine în perspectivă cu linia orizontului în spatele privitorului și o imagine în perspectivă cu mai multe linii de orizont Ca și în exercițiul , construiește un pătrat ABCD împărțit în pătrate mai mici, desenează în el o floare, o față sau o vază Observați cum grila de pătrate îți descompune desenul Construiți acum un paralelogram A'B'C'D', ale cărui laturi A'B' și B'C' nu sunt neapărat egale și împărțiți-l în paralelograme egale Desenați în ce intră figura dvs atunci când este afișată, traducând pătratul ABCD într-un paralelogram A'B'C'IY (Se presupune că rapoartele în care punctele figurii pe care le-ați desenat împart segmentele paralele cu oricare latură AB sau latura BC a pătratului rămân neschimbate în timpul transformării Dacă P este un punct din figura originală și dreapta paralelă latura AB intersectează latura AD în punctul E, latura BC în punctul F și punctul P' corespunde punctului P de pe figura transformată, apoi linia care trece prin punctul P' paralel cu latura A'B' intersectează latura A'D' la punctul £', latura B'C' la punctul F ', mai mult, EPțPF - E'P'/P'F' Putem preciza poziția punctului P' tocmai prin desen o linie dreaptă prin P, de data aceasta paralelă cu latura BC a pătratului ) A se vedea insertul , este suficient să construiți o mapare afină doar aproximativ Tăiați un pentagon obișnuit din carton și, folosindu-l, încercați să găsiți un model pentru parchet, așa cum a făcut Dürer (Fig ) Puteți găsi modele noi? Folosind o copie ieftină a gravurii „Sf Hiero: el” (Inset ), găsiți punctele de dispariție ale diferitelor familii de linii care credeți că sunt paralele ca natură Rețineți că scaunul este la un unghi de ° față de marginea mesei Puteți aproxima distanța pe care a fost artistul față de scena (imaginară) din natură? Construiți geometric niște litere mari, așa cum se arată în fig sau sugerează-ți propriile opțiuni Utilizați paralelograme în loc de cercuri pentru a construi câteva litere Lăsați în fig , unde este prezentată construcția unui pentagon regulat propusă de Dürer *, O A = Demonstrați; ce = / și DF = ( -Vb)/ Cei care sunt puțin familiarizați cu trigonul etria pot folosi egalitatea sin ° =' == q / - d / ^ / pentru a verifica dacă segmentul DF este egal cu latura unui pentagon regulat înscris într-un cerc, iar egalitatea sin ° == (V - )/ pentru a verifica dacă segmentul OF este egal cu latura unui decagon regulat înscris în același cerc În fig prezintă dreptunghiul de proporție de aur AEFD construit din pătratul ABCD Continuați construcția: desenați un pătrat BEF'C' și demonstrați că punctul F' împarte segmentul BEF'C' într-un raport mediu și extrem Poți continua să construiești în continuare? capitolul Leonardo da Vinci Leonardo da Vinci ( - ) este unul dintre misterele istoriei A câștigat faima ca un artist de neîntrecut, un mare om de știință, un geniu care a anticipat multe invenții care nu au fost implementate până în secolul XX Nu este o coincidență că mulți psihologi remarcabili și-au dedicat lucrările analizei operei lui Leonardo da Vinci Fără îndoială că Leonardo da Vinci a fost un mare artist, acest lucru fiind deja recunoscut de contemporanii săi, dar personalitatea și activitățile sale vor rămâne pentru totdeauna învăluite în mister, pentru că, spre deosebire de Vitruvius sau Durer, a lăsat posterității nu o prezentare coerentă a lui idei, ci doar numeroase schițe scrise de mână , notează care spun în sensul cel mai literal „despre tot ce este în lume” Caietele lui Leonardo da Vinci au rămas inedite o perioadă inexplicabil de lungă și au fost practic uitate Cu toate acestea, trebuie remarcat faptul că deja în secolele XVI și XVII au înțeles valoarea lor excepțională și s-au purtat dispute acerbe cu privire la dreptul de a deține mai multe pagini din manuscris Așa se explică de ce manuscrisele lui Leonardo da Vinci sunt împrăștiate în toată Europa, ele pot fi găsite în British Museum (Londra), Ashburnham Place (Sussex, Anglia), Luvru și, bineînțeles, în multe muzee și colecții din Italia; totuși, așa este soarta a tot ceea ce a fost creat de Renașterea italiană * * Cel mai mare eveniment din ultimii ani în domeniul studierii moștenirii lui Leonardo da Vinci a fost descoperirea unei colecții mari de manuscrise ale sale, depozitate într-un muzeu din Madrid — Aprox ed Trebuie să ne gândim că este mai bine să nu întrebăm cât timp au petrecut proprietarii manuscriselor lui Leonardo da Vinci încercând să le citească „A scris de la dreapta la stânga, cu un scris de mână ilizibil și cu mâna stângă”, spune Vasari, un biograf italian al artiștilor Renașterii Într-adevăr, manuscrisele lui Leonardo da Vinci sunt cel mai faimos exemplu de scriere în oglindă existentă Cei care au încercat să descifreze notițele lui Leonardo da Vinci au constatat invariabil că oglinda nu a ajutat aici, au trebuit să învețe să citească textul dintr-o foaie, fără niciun ajutor Dar, desigur, descifrarea înregistrărilor a întâmpinat alte dificultăți Leonardo da Vinci obișnuia să îmbine cuvinte scurte când scria, nu punea semne de punctuație, accente și nu recurgea la alte trucuri pentru a ușura lectura O pagină poate începe cu o listă de informații de bază despre astronomie sau despre mișcarea Pământului, apoi vin legile propagării sunetului și toate acestea se termină cu un discurs despre culoare Pe cealaltă pagină, imediat după ce ați examinat structura măruntaielor, găsiți remarci filosofice despre relația dintre poezie și pictură „împrăștierea” paginilor manuscriselor a fost facilitată și mai mult de faptul că acestea nu erau legate Poate că dorința atât de pasionată a colecționarilor de a deține măcar câteva pagini din caietele lui Leonardo este da Vinci se explică prin faptul că au desene Cele mai multe dintre ele sunt făcute cu un stilou, iar doar câteva - cu cretă roșie Unele dintre înregistrări au fost făcute cu un creion argintiu Primele înregistrări datează din , când Leonard era deja o persoană matură înainte de da Vinci, și continuă până la moartea sa, acoperind o perioadă de timp de aproximativ de ani Este interesant de observat că scrisul de mână al artistului a rămas neschimbat în toți acești ani Primul nostru citat din Leonardo da Vinci este: „Nimeni care nu este matematician să nu îndrăznească să-mi citească lucrările” Având în vedere acest avertisment, să ne uităm la ce are de spus Leonardo da Vinci despre perspectivă, Amintim că autorii Renașterii nu considerau teoria perspectivei și optica ca fiind științe diferite Într-adevăr, perspectiva, înțeleasă în sensul său cel mai larg, nu este altceva decât știința vederii Leonardo da Vinci spune următoarele: „Dintre toate cauzele principale și principiile de funcționare ale naturii care merită să fie studiate, în principal Lumina este cea care evocă încântarea privitorului și a priveliștilor matematicii, mintea cercetătorului, incomparabil mai mult decât orice altceva, exaltă imuabilitatea dovezilor sale Prin urmare, dintre toate cursurile și sistemele de instruire dezvoltate de oameni, ar trebui să se acorde o preferință specială teoriei perspectivei În acest domeniu al științei, se obișnuiește să se explice o rază de lumină pe baza unor metode de probă care sunt gloria nu atât a matematicii, cât și a fizicii, și decorate cu culorile ambelor Leonardo da Vinci împarte teoria perspectivei în trei părți Prima se ocupă cu studiul modului în care dimensiunea obiectelor opace scade odată cu distanța, a doua se ocupă cu studiul modului în care contururile obiectelor opace se estompează, iar al treilea - cum scad dimensiunile și culoarea se estompează odată cu creșterea distanței „Toate problemele perspectivei pot fi clarificate cu ajutorul celor cinci termeni ai matematicii: punct, linie, unghi, suprafață și solid Punctul nu face parte din linie Cel mai mic punct natural este mai mare decât toate punctele matematice Acest lucru este dovedit de faptul că un punct natural are extensie, iar tot ceea ce are extensie este infinit divizibil Un punct matematic este indivizibil, deoarece nu are dimensiuni Dacă un punct din interiorul unui cerc poate fi începutul a infinitate de drepte și sfârșitul a infinitate de linii, atunci trebuie să existe infinit de puncte diferite de el După ce au fuzionat din nou, se transformă într-un singur punct, din care rezultă că partea poate fi egală cu întregul Acest pasaj din caiete arată clar că Leonardo da Vinci contestă opinia Euclid Unul dintre „conceptele generale” din Elementele sale spune: „Întregul este mai mare decât partea” Deși această afirmație este valabilă atunci când considerăm o mulțime finită de obiecte, ea încetează să fie adevărată atunci când trecem la mulțimi infinite Leonardo da Vinci era destul de clar conștient de diferența dintre un punct abstract, matematic și unul real, fizic Euclid dă următoarea definiție a unui punct: „Un punct este ceea ce nu are părți”, dar în viitor nu îl folosește nicăieri În fragmentul de mai sus, Leonardo da Vinci înseamnă un set infinit de raze care emană dintr-un punct (Fig ), pe fiecare dintre care, în apropierea unui centru comun, se alege un punct îndreptat spre centru O sută de ani mai târziu, Galileo ( - ) era încă tulburat de problemele infinitului și de cea a „conceptelor generale” din Elementele lui Euclid, care spune că fiecare număr întreg n poate fi asociat cu un întreg par n: p p Aceasta înseamnă că există tot atâtea numere pare câte numere întregi sunt x, deși este evident că există mai multe numere întregi decât cele pare Progres real în permise Orez paradoxul a fost realizat abia în secolul al XIX-lea; când Kantor începu să se gândească la problemă* În notele sale, Leonardo da Vinci atinge alte concepte de bază ale geometriei Referitor la hotarul trupului, el remarcă următoarele: „Hotarurile trupurilor sunt aproape necorporale O, artistă! Nu trage linii în jurul corpului ” Patru sute de ani mai târziu, Van Gogh a șocat lumea artei cu picturile sale de floarea soarelui și fotolii conturate în linii groase Leonardo da Vinci a analizat cu atenție conceptul de piramidă a vederii și a confirmat foarte convingător corectitudinea ideilor sale cu ajutorul unei camere obscure El a fost primul care a descris acest dispozitiv, care nu este altceva decât o cameră cu un orificiu pentru știft în loc de un obiectiv și un ecran de sticlă mată în loc de un perete din spate cu peliculă Gaura este străpunsă în peretele frontal al camerei și este orientată spre Obiectul „împușcării” Imaginea de pe ecran are culori naturale, dar iese cu susul în jos Folosind un obiectiv, acesta poate fi inversat și vizualizat în poziția corectă Vedem că camera obscura facilitează capturarea peisajului pe o suprafață plană și există dovezi ample că pictorii de peisaj au folosit camera obscura În moșiile antice, rolul unei camere obscure era jucat de o cameră specială, în care oaspeții puteau vedea imaginea împrejurimilor pe perete Multe dintre aceste plăceri simple sunt acum uitate Folosind o camera obscura, nu este greu de demonstrat existența punctelor de fugă, dar Leonardo da Vinci a găsit o dovadă mai simplă care poate convinge cei care se îndoiesc „Când se întâmplă să treci printr-un câmp arat”, ne sfătuiește el, „uita-te la brazde și vei vedea că fiecare pereche de brazde se apropie, iar capetele lor îndepărtate se închid ” * Pedoe D The Gentle Art o Mathematics — New York: , cap [Cp Rademacher T și Toeplitz O Numere și cifre - M : Nauka, , subiectul - Ed ] eu* Leonardo da Vinci menționează, de asemenea, un paradox aparent în teoria perspectivei, care este încă de interes cunoscut Același paradox a fost considerat de Piero della Francesca Dacă alegeți un punct de vedere în fața coloanelor aliniate într-un rând (de exemplu, stați în fața unei colonade care jefuiește fațada unui templu), atunci în imaginea în perspectivă coloanele extreme vor fi mai late decât cele din mijloc , deși sunt la o distanță mai mare de observator Desigur, presupunem că toate coloanele au aceeași grosime, iar în secțiune transversală colonada arată ca o serie de cercuri de aceeași rază Este suficient să luăm în considerare trei dintre ele (Fig ) pentru a fi clar: imaginile celor două cercuri extreme din planul imaginii sunt mai largi decât imaginile cercului cel mai apropiat de punctul de vedere Cu alte cuvinte, segmentul PQ este mai mare decât segmentul RS Leonardo da Vinci știa că dimensiunea aparentă a unui obiect nu depinde de distanța care separă obiectul de observator, ci de unghiul la care obiectul este vizibil pentru el Dimensiunile obiectelor pe care le comparăm sunt aceleași? S-ar putea părea că această întrebare ar trebui să primească un răspuns afirmativ, deoarece secțiunile transversale ale tuturor coloanelor sunt sub formă de cercuri de aceeași rază În realitate, cercurile care delimitează cercurile cele mai exterioare sunt deschise există mai multă vizibilitate decât circumferința cercului din mijloc, dar unghiul la care sunt vizibile cercurile extreme este mai mic Imaginează-ți că cercul, strâns între liniile drepte trasate de ochi, alunecă de-a lungul acestor linii drepte spre tine Pe măsură ce cercul se apropie, liniile ar trebui să diverge și, pe măsură ce se îndepărtează, ar trebui să convergă Cea mai mare parte a cercului limită disponibil pentru observare nu depășește niciodată jumătate din cerc vizibil atunci când cercul se află la o distanță foarte mare de ochi Cea mai mică parte poate fi arbitrar mică atunci când cercul se apropie de ochi După cum am menționat deja, uneori este dificil să percepi o imagine de perspectivă corectă, deoarece pare neplauzibilă Imaginează-ți că stai în fața unui perete foarte lung I-ai desena marginea superioară ca o linie orizontală care traversează tabloul tău? Teoretic, tocmai asta ar trebui să faci, dar știi din experiență că dacă te uiți drept înainte în cel mai apropiat punct al peretelui, atunci punctele îndepărtate, vizibile cu viziune periferică, par să iasă din plan, încercând să te acopere Fotografiile mari făcute cu o cameră pinhole par nerealiste, deoarece în orice moment ochiul percepe doar o zonă limitată a spațiului și face în mod constant corecții destul de complexe Leonardo da Vinci era clar conștient de dificultățile asociate cu perspectiva monoculară În aceeași notă în care discută despre aparentul paradox cu imaginea în perspectivă a colonadei, este menționată și perspectiva monoculară: „Dar această invenție necesită un spectator care să stea cu ochiul ațintit pe o mică gaură și atunci totul va fi foarte simplu la această mică gaură Dar din moment ce mulți ochi încearcă să vadă aceeași imagine creată de acest dispozitiv în același timp, doar un privitor va putea observa efectul de perspectivă, iar efectul va fi neclar pentru restul Prin urmare, ar trebui să evitați complexul și să rămâneți la o perspectivă simplă, plan de transmisie, nu într-o formă prescurtată, ci, dacă este posibil, într-o formă naturală Această perspectivă simplă, în care planul intersectează piramidele care comunică imagini vizuale ochiului, la aceeași distanță de ochi, este în concordanță cu experiența noastră de zi cu zi, rezultată din forma curbată a pupilei, tăind piramidele la aceeași distanță din imaginea vizuală Dacă în fig să includă în considerare arcele tăiate de unghiurile la care sunt vizibile coloanele dintr-un cerc centrat în punct de vedere, adică la vârful comun al acestor unghiuri, este ușor de observat că un arc tăiat mai mic corespunde la un cerc mai îndepărtat decât un cerc apropiat Prin urmare, imaginea dată de perspectiva simplă a lui Leonardo da Vinci pe o suprafață curbată nu va părea neplauzibilă privitorului Am menționat deja (vezi p ) că Rafael a pictat sferele așa cum s-ar aștepta privitorul să fie, nu observatorul care le privește printr-o mică gaură și că există mai multe puncte de vedere distincte în Școala sa din Atena Leonardo da Vinci a fost un artist neobișnuit de practic și nu a considerat necesar să adere cu strictețe la teorie dacă o imagine construită după toate regulile ar putea fi neplăcută pentru privitor Desigur, ochiul uman are o capacitate remarcabilă de acomodare, iar mulți oameni devin iritați și neliniștiți atunci când li se subliniază în mod neașteptat cât de mari sunt corecțiile făcute de ochi la imaginea observată Cu toții am văzut răsărind luna plină La orizont, pare imens Dar de îndată ce Luna se ridică mai sus, dimensiunile sale aparente vor scădea vizibil În urmă cu câțiva ani, am avut ocazia să iau masa într-o pensiune Doisprezece persoane din cele mai diverse profesii s-au adunat în jurul mesei, iar conversația s-a îndreptat către dimensiunea aparentă a lunii Am observat că în realitate rămân neschimbate și doar ni se pare că luna răsărită este în scădere Pentru că atunci când se arată peste orizont, putem ' comparați-l cu obiectele din apropiere, cum ar fi copacii, clădirile etc , iar când luna se ridică sus pe cer, atunci nu există nimic cu care să o comparați Știu, am continuat, că distanța de la ochiul meu la lună nu are timp să se schimbe în vreun fel semnificativ în timp ce crește, așa că unghiul la care văd luna rămâne practic neschimbat și din acest unghi Dimensiunile aparente ale satelitului nostru depind Desigur, este necesar să se țină cont și de refracția atmosferică, de tensiunea mușchilor oculari în diferite poziții ale capului, de acomodarea ulterioară a ochiului etc Spre surprinderea mea, această declarație a întâmpinat obiecții ascuțite din partea unora dintre cei prezenți * Curând, așa cum se întâmplă adesea în disputele în care o parte se simte superioară celeilalte, au început să se audă indicii transparente că nu numai judecățile mele, ci și moral principiile trebuie sa lase de dorit! Pentru a dezamorsa situația, gazda noastră, artist de profesie, a decis să-și cheme tatăl, profesor pensionar Răspunsul lui nu a făcut decât să înrăutăţească lucrurile „Spune-le oaspeților tăi”, a concluzionat el, că tot ceea ce a spus Dr Pidow este absolut adevărat! Leonardo da Vinci, a cărui părere a fost întotdeauna ascultată cu cel mai mare respect, a manifestat un mare interes pentru astronomie, cauzele eclipselor de Lună etc După cum se poate observa din însemnările sale, el credea că Luna este supusă acțiunii pământului gravitația în același mod ca toate obiectele de pe sol Cu ideile sale îndrăznețe în astronomie, el a fost cu mult înaintea contemporanilor săi și, având un mare interes pentru lumină, a anticipat descoperirea lui Newton a naturii compozite a luminii albe Leonardo da Vinci a scris: „Albul nu este o culoare în sine, ci un purtător neutru al oricărei culori” Într-o altă notă, el ia în considerare întrebarea „dacă culorile curcubeului sunt cauzate de Soare” și ajunge la concluzia că motivul aici ar trebui căutat în altceva, deoarece colorarea curcubeului este adesea observată chiar și atunci când Soarele este ascuns în spatele norilor, în care se poate verifica prin plasarea unei bucăți de sticlă aspră cu mici bule de aer pe ochi* Apoi Leonardo da Vinci se întreabă dacă dacă aspectul culorilor curcubeului se datorează parțial ochiului însuși Cu toate acestea, observând lumina soarelui care trece prin bule mici, colorarea irizată de pe pământ, el ajunge la concluzia că această colorare nu depinde de ochi Newton a efectuat același experiment, dar nu cu bule, ci cu o prismă și, pe baza acestuia, a ajuns la concluzia despre natura compozită a albului Ca artist, Leonardo da Vinci era foarte interesat de umbre, iar notele sale conțin multe considerații cu privire la diferitele tipuri de umbre și la modul în care acestea interacționează între ele Aceste note sunt încă de un interes considerabil pentru artiști Notele lui Leonardo da Vinci despre proporțiile și mișcările corpului uman au fost scrise fără îndoială înainte de , deoarece în acel an a fost publicată o carte care conținea referințe la aceste lucrări ale sale Aparent, Leonardo da Vinci nu și-a considerat studiile finalizate, iar pasiunea pentru anatomie, care a durat între și , l-a readus la reflecții asupra proporțiilor corpului uman Iată câteva fragmente din caietele lui „Orice om la vârsta de trei ani a atins jumătate din înălțimea lui Ia un bărbat de braccia ( picioare) și măsoară-l cu o riglă pe care o voi da Lungimea palmei, împreună cu degetele întinse, va fi * / braccia și se potrivește de ori în înălțimea umană Același lucru se poate spune despre față, despre distanța de la orificiul de sub gât până la umăr, de la umăr până la mamelonul pieptului, de la mamelonul unui sân până la celalalt și de la fiecare mamelon la gaura de sub gât " O enumerare ulterioară a rezultatelor măsurătorilor durează mai multe pagini Citând pe Leonardo da Vinci și Vitruvius: „Dacă îți întinzi picioarele atât de larg încât înălțimea ta va scădea cu Ui și îți întinde brațele ridicate astfel încât degetele mijlocii să fie la nivelul vârfului capului, atunci, fie că știi, centrul întinsului membrele vor fi la buric, iar spațiul delimitat de picioare, va fi un triunghi echilateral Desenul lui Leonardo da Vinci (insertul ), care ilustrează această intrare, a fost reprodus în edițiile lui Vitruvius publicate în și Am observat deja că Dürer, ocupându-se de formele corpului uman, nu a efectuat disecții anatomice Leonardo da Vinci, cu mult înaintea timpului său, a arătat un mare interes pentru anatomie Dar în însemnările sale întâlnim și un astfel de avertisment: „O, artist-anatomist! Asigurați-vă că desenul prea atent al oaselor, tendoanelor și mușchilor nu vă împiedică pictura, ceea ce va face toate figurinele din lemn Pentru un artist care știe cum arată membrele goale în toate pozițiile și ce acțiuni pot efectua, este extrem de important să înțelegem anatomia tendoanelor, oaselor, mușchilor și ligamentelor pentru a cunoaște, cu diverse mișcări și eforturi, ce nervi sau mușchi le provoacă și să le înfățișăm doar proeminente și îngroșate, și nu toți mușchii care acoperă membrul, așa cum fac mulți maeștri aparent mari atunci când înfățișează figuri goale care par de lemn, lipsite de grație și arată ca o pungă de nuci în loc de corp uman și o grămadă de ridichi în loc de mușchi După cum am menționat deja, Leonardo da Vinci a anticipat multe dintre descoperirile și invențiile care au urmat În special, el pare să fie creditat cu descoperirea a ceea ce se numește acum testul Rorschach: subiectului i se arată pete făcute cu cerneală neagră și roșie și i se cere să spună la ce asociații dau naștere Conform răspunsurilor, se judecă starea psihică a pacientului Leonardo da Vinci remarcă: „ Noul mod de cercetare, deși poate părea banal și aproape absurd, este extraordinar de util, deoarece dezvoltă ingeniozitatea minții Se compune din următoarele Dacă vă uitați la un perete acoperit cu pete sau căptușit cu pietre de diverse forme și culori și trebuie să veniți cu un fel de scenă, atunci în contururile petelor sau contururile pietrelor puteți dec vezi asemănări cu diverse peisaje împodobite cu munți, râuri Imaginile de pe perete sunt vagi și neclare, ca sunete de clopote, în al căror sunet poți auzi orice cuvânt sau nume pe care îl ai în minte Leonardo da Vinci a fost unul dintre oamenii versatili ai Renașterii A câștigat faima ca arhitect, pictor și sculptor Plecând la Milano în , Leonardo da Vinci și-a oferit serviciile familiei Sforza, trimițându-le o scrisoare lungă, cea mai mare parte fiind o descriere a abilităților sale de inginerie și a cunoștințelor de artă militară Scrisoarea se încheie: „Sper că în vremuri de pace aș putea să vă satisfac mai pe deplin decât oricine altcineva solicitările dumneavoastră în arhitectură, angajându-mă în construcția de clădiri publice și private și apeducte De asemenea, știu să sculptez sculpturi în marmură, bronz sau lut și sunt priceput în pictură, unde opera mea va fi comparată cu opera oricărui maestru, oricine ar fi el " Iată doar unul dintre proiectele catedralei, deținute de Leonardo da Vinci (inserția ) Aspectul se bazează pe poligoane regulate În cap , când discutăm despre formă în arhitectură, vom reveni la acest proiect mai târziu Se știe că conform unuia dintre proiectele sale, Leonardo da Vinci a construit chiar și o machetă, după care clădirea a fost ridicată în natură, dar de obicei acest mare om nu și-a finalizat proiectele în domeniul artei În ultima perioadă a vieții lui Leonardo da Vinci, acest lucru, poate, s-a explicat prin faptul că geometria a preluat complet gândurile lui În , Isabella d'Este, prin mijlocirea lui Fra Pietro da Novellara, care predica la Florența, a încercat să comandă un tablou de Leonardo da Vinci, dar sfântul părinte a informat-o că artistul era mai mult decât de obicei absorbit de matematică, ceea ce l-a distras de la pictură și „nu a luat pensula în mână / Să ne întoarcem acum la câteva dintre excursiile lui Leonardo da Vinci în geometrie Desigur, în acele cazuri în care a vrut, a fost un geometru practic excelent Dar unele dintre desenele lui faceți o impresie jalnică, chiar dacă țineți cont de venerabila vârstă a manuscrisului Aparent, era foarte interesat de întrebări care nu au o semnificație specială în ochii noștri Unele pagini din manuscrisele lui Leonardo da Vinci sunt acoperite cu schițe referitoare la calculul ariilor găurilor - figuri delimitate de arce de cerc (insertul ) Hipocrate din Chios (secolul al IV-lea î Hr ) a făcut o descoperire uimitoare, dovedind că unele găuri sunt pătrate, adică cu o busolă și o riglă, puteți construi un pătrat care are aceeași suprafață cu Lunochka luată în considerare Acest rezultat a stârnit un mare interes, deoarece se credea că, dacă este posibil să pătrați o figură delimitată de două arce de cerc, atunci problema punerii la pătrat a unui cerc, adică construirea unui pătrat egal ca suprafață cu un cerc dat mărginit doar de un arc de cerc, ar trebui să admită și o soluție Această speranță nu s-a adeverit, dar încă nu este de prisos să înțelegem ce a dovedit Hipocrate În triunghiul ABC (Fig ), unghiul de la vârful C este drept, deci semicercul este construit pe segmentul AB ca si pe diametru, trece prin punctul C Pe laturile AC si BC, ca si pe diametre, se construiesc si semicercuri Hipocrate a demonstrat că suma ariilor a două găuri umbrite în Fig este egal cu aria triunghiului ABC * Într-adevăr, după teorema lui Pitagora, AB =* = DS + BC În plus, după cum se știe, toate semicercurile sunt similare, astfel încât ariile lor sunt proporționale cu pătratele diametrelor lor Prin urmare, aria unui semicerc construit pe latura AB ca diametru este \u d zona unui semicerc construit pe latura AC ca diametru, + + aria semicercului construit pe latura BC ca diametru Fie L și M ariile găurilor, x și y ariile segmentelor neumbrite ale semicercului cu diametrul AB și D aria triunghiului ABC Atunci D + x + y - % + L + y + M, de unde £ + L = D Teorema găurii lui Hipocrate l-a captivat pe Leonardo da Vinci Este ușor de observat că poate fi generalizat dacă semicercurile sunt construite ca diametre nu pe laturile unui triunghi dreptunghic, ci pe laturile unui pătrat și ale altor poligoane regulate Tocmai astfel de construcții au fost preluate de Leonardo da Vinci Hipocrate are, de asemenea, o teoremă despre micile găuri construite pe laturile unui hexagon regulat înscris într-un cerc (Fig )* Conform acestei teoreme, suma ariilor a trei găuri întunecate plus aria unui semicerc mic este egală cu jumătate din aria unui hexagon obișnuit Dovada o lăsăm cititorului ca exercițiu (vezi *p ) bne tepfmiber ein / ( er fo man bieattffrcdjtmn triberepn tepft /fomerben mit fambtbeben ftpttntțtd mtfini baraufj/biebamnbererfîenprfic^inn beranbernhin^ berfîcb Șangm / £Эатаф Jcucbt man bie Дm'таф Jcucbt man bie Дm'tflaft пефам праффе мифафе мифафе праффе прафффем /toie if bafl bifc ange (Іf( Ш negfl nacn ben bnpm fbîgemcftm angefkfym țabauffgeriffm r^p^pbcg^f^apaepeapdePF^ £in rgrf țangent angefic fjt Desene din „Patru cărți despre proporții” de A Dürer În tratatul său, artistul a dezvoltat metode care permit, pe baza unor principii geometrice, schimbarea proporțiilor figurilor umane În special, aceste figuri arată cum să obțineți imagini de caricatură folosind geometrie Desene din „Patru cărți despre proporții” de A Dürer În mare măsură, acestea se bazează pe utilizarea geometriei Deci, de exemplu, Dürer găsește poziția genunchiului împărțind în jumătate „un segment de linie dreaptă care leagă punctul superior al coapsei cu baza figurii Deși artistul a examinat rezultatele măsurătorilor a sute de oameni, spre deosebire de Leonardo da Vinci, nu a studiat niciodată anatomia plastică Planul catedralei, proiectat de Leonardo da Vinci Ca și alte planuri pentru catedrale, se bazează pe utilizarea poligoanelor regulate Interesul lui Leonardo da Vinci pentru aceste figuri geometrice este legat de ideea sa de a adăuga capele la catedrale fără a încălca simetria clădirii centrale Pagina din Note de Leonardo da Vinci, dedicate —> lunilor Vilă în Cesalto, proiectată de Palladio Repetarea unor figuri geometrice identice și utilizarea unui pătrat ridicat pe un dreptunghi format din două pătrate^ este tipică arhitecturii renascentiste T Cook folosit în analiza picturii lui Botticelli „Crăciun nie Venus "secțiunea de aur - * Jacopo de Barbari „Portretul lui Fra Luca Pacioli și al elevului său Guidobaldo” Un dodecaedru este vizibil pe tabelul din dreapta, iar unul dintre solidele arhimediene semi-regulate este reprezentat în colțul din stânga sus capitolul Forma în arhitectură* •'-În: capitolele precedente, am discutat în repetate rânduri- dacă diferite obiecte arată ca în arhitectură și: În pictură Acum trebuie să ne cunoaștem: cu; teoria proporțiilor în arhitectură Ei pot Relațiile pur și formale în aspectul clădirii oferă spectatorului plăcere estetică? Niste-; secara neagă complet o asemenea ^posibilitate Aprobat; ei chiar se așteaptă ca întreaga problemă a proporțiilor în arhitectură să poată fi redusă la mecanica structurilor de susținere, la structura clădirii dictată de legile acesteia și că, în plus, arta inginerească este capabilă să ofere singurul, impecabil și elegant soluție la orice problemă asociată cu planificarea și proiectarea clădirii Cu alte cuvinte, structura plus utilitatea generează oportunitatea, care a jucat un rol atât de important în discuțiile din secolul al XVIII-lea despre estetică și teoria proporțiilor Destul de des, criticii și filozofii au încercat să reducă teoria proporțiilor arhitecturale la nivelul doctrinei oportunității - conformitatea strictă a structurii clădirii cu scopul său Trebuie să presupunem că în mâinile adepților săi această teorie este la fel de eficientă ca și teoria funcționalismului, care cu ceva timp în urmă ocupa o poziție dominantă în estetică Lăsând deoparte pentru un moment toate teoriile, trebuie spus că evaluarea noastră asupra aspectului clădirilor depinde în mare măsură de obiceiuri și tradiții Dacă ar fi posibil să selectați formele care sunt cele mai plăcute ochiului (este în aceasta * În acest capitol, eu (cu permisiunea autorului) folosesc pe scară largă excelenta carte a lui Scolfield The Theory of Proportions in Architecture (vezi literatura) iar dificultatea principală constă), atunci problema proporțiilor în arhitectură ar permite o soluție foarte simplă: repetarea cea mai frecventă a acestor forme În Renaștere, se credea că cele mai plăcute pentru contemplare sunt acele dreptunghiuri ale căror laturi se raportează ca frecvențe în consonanță armonioasă Aceste opinii au fost atribuite în mod eronat lui Vitruvius Grecii antici, deși erau oameni foarte educați, nu au lăsat nicio descriere a sistemului de proporții la care au aderat în arhitectură Singura dovadă documentară care a ajuns până la noi aparține unei perioade ulterioare și aparține lui Vitruvius După cum am menționat deja, traducătorii lui Vitruvius au trebuit adesea să se confrunte cu faptul că sensul original al unui număr de cuvinte și expresii găsite în text s-a pierdut În Evul Mediu, comentariile despre Vitruvius nu au făcut-o au fost compilate, iar studiul moștenirii sale în Renaștere a trebuit să fie început din nou Umaniștii Renașterii timpurii au fost neoplatoniști și au considerat lucrările lui Platon drept încoronarea culturii clasice Doar câțiva dintre ei au acordat importanță celor scrise de Vitruvius despre proporții în arhitectură În secolul al XVI-lea matematicianul Cardano i-a atribuit lui Vitruvius o teorie a proporțiilor arhitecturale bazată pe proporțiile muzicale De fapt, scrierile lui Vitruvius nu o conțin Idei similare pot fi găsite în Timeu al lui Platon Interesul lui Vitruvius pentru muzică, așa cum sa menționat deja, s-a limitat la acordarea corectă a corzilor în catapulte și la proiectarea rezonatoarelor pentru teatre, care au permis publicului să audă mai clar indiciile actorilor Arhitectul renascentist Alberti a scris în zece cărți despre arhitectură: „ Din nou și din nou, ar trebui repetat zicala lui Pitagora: „Nu există nicio îndoială că natura în orice rămâne asemănătoare cu ea însăși Așa este: există numere, datorită cărora sună armonia * Alberti Leon-Battista Zece cărți despre arhitectură — MJ ed Academia de Arhitectură din întreaga Uniune, , p , kov captivează urechea, aceleași numere umplu atât ochii, cât și spiritul cu o plăcere minunată Alberti a folosit proporțiile muzicale pentru a raporta cele trei dimensiuni de înălțime, lungime și lățime, dar nu a adăugat sau scăzut diferitele dimensiuni Analogia muzicală l-a condus pe Alberti la ideea că este o plăcere pentru ochi să observe proporții reprezentate ca rapoarte ale numerelor întregi, iar Cardano a confirmat că astfel de rapoarte evocă o senzație plăcută, deoarece sunt inteligibile pentru minte Dar când discutăm aceste probleme în secolul al XIX-lea s-a dovedit că, deși octava este unul dintre cele mai perfecte intervale din muzică, raportul său caracteristic de : (așa este raportul frecvențelor sunetelor care formează o octava) este greu acceptabil în arhitectură Cu mult înainte de aceasta, Hogarth, în a sa Analysis of the Beautiful ( ), a lăsat o remarcă despre autorii care „au nedumerit omenirea nu numai cu o multitudine de scale extrem de detaliate și extrem de arbitrare, ci și cu ideea ciudată că aceste scale se supun legilor muzica " Mai târziu, Helmholtz, în The Teaching of Audiy Sensations as the Physical Basis of the Theory of Music ( ), și-a exprimat părerea că sunetul armonios a două tonuri emise de o coardă poate fi explicat destul de simplu prin absența bătăilor neplăcute între acestea Tonuri reproduse de anumite membrane ale urechii umane Astfel, percepția sunetului este în primul rând un fenomen fiziologic, datorat structurii urechii, și nu unul psihologic, în funcție de capacitatea minții de a recunoaște cele mai simple relații Cu alte cuvinte, schimbarea membranelor poate duce la modificarea efectului estetic al sunetului! Din păcate, astăzi vorbim cu mult mai puțină certitudine decât Helmholtz despre ceea ce trebuie înțeles printr-un fenomen pur fiziologic Fără să aprofundez mai mult în această zonă controversată, aș dori să subliniez marea importanță a oricărei teorii în designul arhitectural Palladio ( - ), care a trăit la o sută de ani după Alberti, când primul impuls a început să scadă Renaștere, a dat dovadă de mare grijă în alegerea justificărilor teoretice ale proiectelor sale Contrareforma a subliniat importanța autorității Aceasta însemna că Vitruvius și concluziile făcute pe baza măsurătorilor arheologice ale monumentelor antichității care au supraviețuit până în acele vremuri erau de o importanță capitală Acolo unde Palladio pleacă de la Vitruvius, se referă la măsurătorile clădirilor clasice, dar evită cu încăpățânare analogiile muzicale și alte idei ale lui Alberti, folosind doar medii aritmetice, geometrice și armonice la determinarea înălțimii încăperilor boltite Să explicăm pe scurt cum sunt determinate aceste medii Sirul numerelor ăi, , i , , se numește progresie aritmetică dacă diferența dintre orice număr și următorul este constantă: a - ax \u d a - a \u d a - a \u d De exemplu, numerele , , , , , formează o progresie aritmetică În orice progresie aritmetică ăi + R = a , a + a - a , etc , adică fiecare număr este egal cu jumătate din suma numerelor învecinate Fiecare membru al unei progresii aritmetice se numește media aritmetică a numerelor învecinate și obținem o regulă pentru calcularea mediei aritmetice a două numere date a și b: medie aritmetică = (a + b)/ , Dacă șirul numerelor ăi, , a , a , are proprietatea că raportul oricărui membru al șirului față de cel precedent este constant: a a\ - a?/a = a /a = , atunci o astfel de succesiune se numește progresie geometrică În acest caz, aia =(ă ) , = (a ) , , deci fiecare membru al progresiei geometrice este egal cu rădăcina pătrată a produsului numerelor învecinate și media geometrică a celor două date numerele a și b se calculează prin formula (media geometrică) = ab În cele din urmă, succesiunea de numere ai, , , , se numește progresie armonică dacă succesiunea de reciproce ale datelor /a /a , /a , /a , formează o progresie aritmetică Orice membru al unei astfel de secvențe se numește media armonică a doi termeni vecini, prin urmare, pentru a găsi media armonică a două numere date a și b, găsim mai întâi media aritmetică ( / a' + / ) / dintre reciprocele lor, iar apoi reciproca numărului acestei medii Prin urmare, medie armonică = /( /a + / ) - aY(a + ) Pitagora a fost primul care a observat că înălțimea unei corzi întinse este invers proporțională cu lungimea șirului Dacă trageți o sfoară întinsă, apoi apăsați mijlocul cu degetul și trageți din nou, atunci tonul emis de șir a doua oară va fi cu o octavă mai mare decât prima Dacă apăsați coarda și o faceți să vibreze doar o treime din lungimea inițială, atunci frecvența vârfului emisă de acesta va fi de trei ori frecvența fundamentală Apăsând șirul în puncte care sunt un multiplu rațional al lungimii inițiale de la capăt, obținem întreaga scară Din aceasta rezultă clar cât de importantă este șirul armonic format din numerele reciproce termenilor unei progresii aritmetice Desigur, cea mai simplă secvență armonică are forma , / , x/$, x/b După cum sa menționat deja, Palladio a folosit mijloacele aritmetice, geometrice și armonice pentru a determina înălțimea încăperilor boltite Ideile arhitecturale potrivite pentru Italia au fost uneori transferate în țări mai reci, ceea ce a avut consecințe neplăcute pentru locuitori: încăperile cu tavane înalte nu puteau fi încălzite la nicio temperatură tolerabilă La determinarea înălțimii camerelor cu tavane plate, Palladio a urmat o regulă mai simplă: a recomandat cu tărie ca înălțimea camerei să fie egală cu lățimea acesteia Înalta Renaștere a ajuns în Anglia atât de târziu, încât teoria proporțiilor muzicale s-a păstrat aici până în secolul al XVIII-lea în forma sa originală Apoi a fost condusă la uşă Acest lucru s-a întâmplat chiar în momentul în care în Franța și Italia se confrunta cu o înflorire secundară și, după cum am văzut, Hogarth a încercat să submineze reputația pe care o putea recâștiga teoria proporțiilor muzicale Dar această teorie a cunoscut zile mai fericite și la această teorie a aderat Inigo Jones ( - ) când a proiectat Banqueting House cu dublu cub de la Whitehall și Queen's Villa din Greenwich, în care dimensiunile tuturor camerelor sunt legate unul altuia ca numere întregi mici Două pătrate puse împreună formează un pătrat dublu Adăugând două pătrate duble, obținem un pătrat care își repetă contururile ca pătratul original Această proprietate simplă aditivă a pătratului a fost utilizată pe scară largă în arhitectura renascentist (Inset ) Dürer a explorat atât scalele armonice, cât și cele aritmetice ale proporțiilor Scala armonică a făcut posibilă găsirea V , Vz și a fracțiilor mai mici ale unei unități, iar scara aritmetică ne-a permis să le adunăm Vorbind despre studiile ample ale lui Dürer asupra proporțiilor figurii umane, nu putem să nu menționăm un exemplu de relații repetitive Dürer credea că era capabil să detecteze repetarea relațiilor în distanțele măsurate de la gât la șold!Ra, de la șold la genunchi și de la genunchi la gleznă Potrivit lui Durer, aceste distanțe formează o progresie geometrică și, prin urmare, pentru majoritatea ființelor umane relația (de la gât la șold) (de la genunchi la gleznă) = = (de la șold la genunchi) După Renaștere, s-au încercat să se demonstreze că arhitecții acestei epoci remarcabile nu au folosit niciodată proporții incomensurabile, adică proporții care nu pot fi reprezentate ca raport de două numere Dar chiar și Vitruvius a susținut utilizarea dreptunghiurilor cu un raport de aspect de d/ , și, fără îndoială, tocmai din acest motiv Palladio a inclus în un dreptunghi cu un raport de aspect egal cu V , în lista celor șapte forme recomandate pentru amenajarea camerelor Stelele pentagonale în expansiune în aceste scopuri, aparent, nu au fost niciodată folosite și mai devreme am remarcat deja absența aproape completă a pentagoanelor în arhitectură Poate că dorința de a evita formele pentagonale este oarecum legată de semnificația magică care a fost atribuită pentagramei În același timp, utilizarea stelelor octogonale în structurile arhitecturale nu ridică niciun dubiu (Inset și Fig ) Acest proiect al lui Leonardo da Vinci este doar unul dintre multele din caietele sale Aproape toate se bazează pe stele octogonale de dimensiuni din ce în ce mai mari Împărțirea unui cerc în părți egale generează un unghi de °, iar un triunghi dreptunghic isoscel cu catete unitare are unghiuri ascuțite de ° și o ipotenuză egală cu V * ”, prin urmare, o stea cu opt colțuri duce în mod evident la apariția numere irationale Proporția de aur, pe care am menționat-o în legătură cu metoda lui Euclid de a construi un pentagon obișnuit, era cunoscută de arhitecții Renașterii, dar nu l-au folosit în niciun fel eficient ca instrument de obținere a proporțiilor Cu toate acestea, interesul pentru raportul de aur a fost enorm, iar Piero della Francesca și Luca Pacioli, prin studiile lor asupra celor cinci solide platonice obișnuite, au arătat că stăpâniseră toate cunoștințele care puteau fi adunate de la Euclid După cum știți, Pacioli a numit raportul de aur proporția divină Termenul de proporție de aur a apărut în Germania în prima jumătate a secolului al XIX-lea; În considerarea acestui raport H - (T+ V / ) intenționăm să ne întoarcem acum Putem presupune că un dreptunghi cu un raport de aspect egal cu p arată mai elegant decât dreptunghiuri cu un raport de aspect de, de exemplu, : , : sau : ? Pentru a răspunde la această întrebare, au fost efectuate experimente speciale Rezultatele nu sunt pe deplin convingătoare, dar încă se arată despre o oarecare preferință dată raportului de aur Cu toate acestea, dreptunghiul în sine poate fi uluitor de frumos sau respingător de urât? Secretul proporțiilor armonioase constă, aparent, nu în formele individuale, ci în relațiile dintre ele Am menționat deja că teoriile estetice, care tratează, printre altele, chestiuni de percepție vizuală, trezesc cele mai puternice pasiuni la oamenii care de obicei dau impresia de calm și echilibrat Cărțile despre raportul de aur ca mijloc de atingere a armoniei în proporții arhitecturale sunt disponibile în orice bibliotecă de arhitectură, iar unele dintre ele sunt destul de rezonabile În aceste cărți se poate găsi observația că în arhitectură, ca și în pictură, totul depinde de poziția observatorului și că, dacă unele proporții dintr-o clădire dintr-un punct de vedere par să formeze raportul de aur, atunci din alte puncte de vedere vedeți că vor arăta diferit Considerațiile geometrice simple fac posibilă întărirea acestei afirmații Să presupunem că fațada clădirii are forma unui dreptunghi (Fig ), împărțită printr-o linie orizontală, astfel încât părțile sale să formeze secțiunea de aur, iar dacă desenăm un plan perpendicular pe fațadă, atunci CB / VA \u d c Să presupunem, de asemenea, că ochiul se mișcă de-a lungul orizontalei trecând prin punctul A și un înfior de plăcere estetică acută îl apucă pe observator în punctul F Deoarece dimensiunile aparente depind de unghiul la care ochiul vede obiectul, aceasta înseamnă că LSRVIL BFA = \k Fie E punctul de intersecție al dreptei orizontale trasate prin punctul A cu cercul care trece prin punctele C, F și B Atunci LSEV = Z CFB ca unghiuri înscrise bazate pe același arc de cerc Dar unghiul VED ca unghi extern al triunghiului BFE este mai mare decât unghiul BFA Prin urmare, Z CEB]/LBEA AB De ce? Comparați desenul dvs cu fig , care arată cum sunt dispuse scalele modulatorului Le Corbusier a împărțit un dreptunghi plat în plăci dreptunghiulare și pătrate cu un raport de suprafață egal cu raportul de aur Încercați să așezați niște ornamente frumoase din astfel de plăci După ce desenați un hexagon obișnuit și extinzându-și laturile, construiți un hexagon stea Proiectați un templu cu un plan hexagonal stelat, adăugând în desen hexagoane obișnuite și stele hexagonale, după cum credeți de cuviință, pentru a-l face mai atractiv capitolul „Optica” lui Euclid În acest capitol, ca un preludiu la o discuție detaliată a Elementelor lui Euclid, vom lua în considerare Optica lui Pe lângă celebrele lor „Începuturi”, create, se pare, în Alexandria în jurul anului î Hr e , Euclid a scris multe alte lucrări, dar unele dintre ele s-au pierdut iremediabil, altele au ajuns până la noi în traduceri arabe cu distorsiuni destul de bizare, altele s-au păstrat în originalele grecești, dar cu multe completări și inserții ulterioare Din această ultimă categorie aparține și optica Singurul autor care ne-a spus că Optica îi aparține cu adevărat lui Euclid este Proclu din Alexandria, un filozof care a trăit în secolul al V-lea n e și a lăsat un comentariu detaliat asupra primei cărți a Elementelor euclidiene, în care este menționată și Optica Ne vom întâlni cu Proclus în capitolul următor Într-o anumită privință, „Optica” este similară cu „Principii”, deoarece aici Euclid expune întreaga cantitate de cunoștințe acumulate până la acea vreme despre optică: opiniile pitagoreenilor și omologii lor științifici din Egiptul Antic, Babilon și alte civilizații Apropo de Vitruvius, am menționat deja că peisajul teatral ar trebui să creeze o iluzie optică de mare distanță Această împrejurare este remarcată în scrierile lor de către grecii Democrit și Anaxagora Dar „Optica” lui Euclid nu este în niciun caz dedicată teoriei perspectivei, pe care am considerat-o în cap Autorul său este complet absorbit de raționamentele filozofice și de ipoteze destul de vagi despre natura luminii, iar opiniile sale despre fiziologia vederii sunt pur și simplu eronate Doar aparținând altuia, mai târziu generație, Arhimede, a cărui lucrare despre optică s-a pierdut, și Ptolemeu, a cărui lucrare este păstrată parțial în traducerea arabă, au explicat corect refracția atmosferică În fine, Eroii Alexandriei, care au lăsat în urmă un tratat de optică și un eseu despre măsurarea unghiurilor cu mijloace optice, au arătat o înțelegere profundă a celor mai simple fenomene optice Euclid și-a propus să-și demonstreze afirmațiile în mod geometric S-a confruntat cu sarcina de a compara un obiect real cu ceea ce vede ochiul Pentru această gamă de întrebări, natura viziunii este de o importanță capitală, dar în privința ei pe vremea lui Euclid și chiar câteva secole mai târziu au existat ideile cele mai vagi Primul concept de viziune datează de la Pitagora, care a trăit între și î Hr î Hr e Potrivit lui Pitagora, ochiul este plin de raze luminoase care lovesc diverse obiecte și, reflectate din ele și căzând din nou în ochi, dau naștere unei senzații vizuale O astfel de interpretare a naturii viziunii este în acord cu afirmația lui Empedocle, care credea că ochiul în interior este format din foc și apă, iar în exterior - din pământ și aer, astfel încât în structura ochiului toate cele patru elemente sunt combinate , din care, potrivit lui Empedocle, este construit Universul A doua ipoteză despre natura viziunii aparține pikola atomiștilor, care a apărut în jurul anului î Hr e Unul dintre fondatorii săi a fost Democrit, care credea că materia este un spațiu gol plin de atomi în mișcare continuă Este ușor de observat că punctele de vedere ale lui Democrit se apropie de ideile moderne despre structura materiei Conform ipotezei atomiștilor, imaginea unui obiect este un fel de „film” material format din nenumărați corpusculi emiși de suprafața obiectului, iar un astfel de „film”, repetând contururile exterioare, își păstrează forma până când ajunge ochiul Vitruvius, în eseul său „Despre arhitectură”, când discută despre natura viziunii, dă dovadă de mare prudență și, fiind arhitect-practician, constată că, oricum ar fi, viziunea noastră ne induce adesea în eroare Platon a considerat în mod cuprinzător natura viziunii în dialogul „Timaeus”, unde, în special, se spune: „Când lumina amiezii învăluie această ieșire vizuală și asemănarea se grăbește spre placere, ele se contopesc, formând un corp unic și omogen în direcția directă a ochilor și, mai mult, în punctul în care focul care năvăleste din interior se ciocnește cu fluxul exterior de lumină * Și întrucât acest corp datorită omogenității sale, tot ceea ce i se întâmplă suferă uniform, atunci merită să atingi ceva sau, dimpotrivă, să experimentezi un fel de atingere, iar aceste mișcări sunt deja transmise întregului corp, ajungând la suflet : de aici se naște acel gen de senzație pe care o numim viziune * La cinci secole după Euclid, Theon din Alexandria, în prelegerile sale despre „Optica” euclidiană, încă împărtășa ideea razelor emise de ochi și nu a contestat afirmațiile lui Euclid că există, parcă, goluri între aceste raze, datorită căruia nu putem vedea întregul obiect deodată , ! (În sprijinul cuvintelor sale, Theon dă un exemplu de ac care a căzut pe podea, pe care mulți oameni îl caută, dar nu îl găsesc niciodată ) Numai nouă ni se pare că vedem întregul obiect, deoarece razele vizuale se mișcă rapid, fără a rata nimic în calea lor (adică continuu) fără sărituri Teza că lumina nu cade asupra ochiului din exterior, ci este un fel de substanță care curge din ochi pe obiectul în cauză, o demonstrează Theon prin analogie, recurgând la următorul raționament interesant El observă că receptorii care percep senzațiile de sunet, miros și gust sunt goli sau au o formă concavă, din cauza căreia iritantul care cade asupra lor se află, parcă, într-o capcană, unde este forțat să rămână ceva timp Ochiul (Theon înseamnă pupila) are o formă convexă, deci vederea este posibilă numai dacă ochiul emite raze Desigur, la momentul respectiv * Platon Lucrări - * M : Gândirea, vol , partea I, p I Theon din Alexandria nu știa că receptorul luminii nu este suprafața exterioară, ci interioară a ochiului - retina concavă sau retina Optica lui Euclid începe fără un prolog, astfel încât părerile sale despre natura viziunii pot fi deduse din postulate sau presupuneri p-diferite Euclid presupune că razele vizuale emană din ochi și se propagă de-a lungul liniilor drepte, divergând astfel încât să acopere obiectul în cauză În Propunerea , el demonstrează că niciun obiect nu poate fi văzut complet la un moment dat Dovada sa se bazează pe presupunerea că există goluri între razele emise de ochi Fie PQ segmentul luat în considerare (Fig ), B ochiul din care emană liniile de vedere BP, BR, BS și BQ Deoarece razele vizuale incidente diverg în timpul propagării, atunci, ajungând la segmentul RS, ele nu îl acoperă complet și, prin urmare, există segmente parțiale pe segmentul RS unde razele vizuale nu cad deloc Prin urmare, este imposibil să vezi întregul segment PQ în același timp, dar de atunci R RSQ LA Orez razele vederii se misca foarte repede, ni se pare ca vedem intregul segment Este destul de ciudat că Euclid a trebuit să postuleze goluri între razele vizuale, pe care le considera că emană din ochi Știm că lumina care vine de la obiectul luat în considerare cade pe retină - un strat sensibil subțire cu o structură foarte complexă care căptușește interiorul globului ocular Retina conține multe celule receptor - bastonașe și conuri Sub acțiunea luminii, ele sunt excitate, iar pe retină se formează o imagine a obiectului Numărul de tije și conuri, deși foarte mare, este încă finit și există mici decalaje între ele Acest lucru ne permite să afirmăm că există goluri între razele vizuale care ajung la ochi Aici Euclid are cu siguranță dreptate, deși afirmația sa, ca și învățătura lui Democrit, nu este altceva decât o presupunere fericită În orice caz, Ptolemeu, în a doua sa carte despre optică, acceptă postulatul că razele vizuale umplu spațiul continuu, fără goluri Al doilea postulat al lui Euclid afirmă: razele vizuale formează un con cu un vârf în interiorul ochiului și o bază, a cărei limită este conturul corpului în cauză Această presupunere nu permitea nici măcar să se gândească la apariția pe retină a unei imagini similare cu obiectul luat în considerare Ptolemeu a pornit de la aceeași presupunere, dar Arhimede, după cum mărturisește lucrarea sa despre optică, nu a împărtășit ipoteza unui punct despre viziune Leonardo da Vinci s-a apropiat de adevăr comparând ochiul cu o cameră obscura Al treilea postulat al lui Euclid afirmă că obiectele sunt vizibile sau invizibile în funcție de faptul că razele vederii le ajung sau nu Cu alte cuvinte, Euclid postulează o afirmație de o importanță extraordinară: lumina nu ocolește colțurile Al patrulea postulat al lui Euclid stabilește o relație între dimensiunile aparente ale unui obiect și unghiul la care este văzut de ochi După cum am observat deja, încă lipsește o înțelegere clară a acestei idei Al cincilea și al șaselea postulat ale lui Euclid pot fi numite numai geometrice cu o întindere Ei susțin că obiectele „luminate” de partea superioară Zach, O parte a fasciculului de raze vizuale par a fi mai înaltă, partea inferioară - dedesubt, partea dreaptă - situată în dreapta și partea stângă - în stânga! Dar al șaptelea postulat este cu adevărat interesant Se spune că obiectele văzute cu mai multe linii de vedere sunt văzute mai clar Să aflăm ce înseamnă asta Al șaptelea postulat a fost nevoie de Euclid în demonstrația Propoziției , care spune: dintre obiectele situate la o anumită distanță, cele mai apropiate sunt mai clar vizibile Euclid ia două segmente de linie egale și paralele PQ hPS (Fig ) și le aplică al șaptelea postulat Unghiul RBS este mai mare decât unghiul PBQ și, prin urmare, conține mai multe raze divergente Prin urmare, în virtutea celui de-al șaptelea postulat, rezultă că segmentul PS este văzut mai clar decât segmentul PQ Cu greu este posibil să ne gândim la un raționament mai simplu care ar putea servi drept exemplu care să demonstreze esența demonstrațiilor matematice Propunerea conține o afirmație corectă din punct de vedere fizic că există o anumită distanță limită după care obiectele de anumite dimensiuni nu mai sunt vizibile Dovada lui Euclid se bazează pe existența unor decalaje între Orez razele vizuale La finalul acestui capitol, îl vom invita pe cititor, ca exercițiu, să reconstituie singur acest raționament Propunerea afirmă că dintre două obiecte de aceeași dimensiune, cel mai îndepărtat pare mai mic Dovada acestei afirmații folosește temeinic geometria și se bazează pe faptul că dimensiunile aparente sunt legate de unghiul, sub cine vede obiectul; Am menționat deja paradoxul aparent pe care Leonardo da Vinci l-a notat în caietele sale: coloanele îndepărtate din imagine ar trebui descrise ca fiind mai groase decât cele apropiate Am spus că colțul, sub care este vizibil cercul dat scade pe măsură ce cercul se îndepărtează, deși ponderea cercului deschis pentru vizualizare crește, iar dacă suprafața imaginii ar fi curbată sub forma unui cilindru circular, atunci nu ar apărea nicio problemă, deoarece imaginile a cercurilor mai îndepărtate ar fi mai mici Dacă imaginea obiectului din imagine este redusă în comparație cu dimensiunea obișnuită, atunci obiectul este eliminat din vizualizator Arhitecții antici greci și romani erau bine conștienți de acest lucru Propunerea descrie un fenomen binecunoscut: liniile paralele par să convergă atunci când sunt privite dintr-un punct situat fie în planul lor, fie în afara acestuia Propunerea spune că obiectele dreptunghiulare, când sunt privite de la distanță, apar rotunde Dovada acestei propuneri este de asemenea lăsată la latitudinea cititorului Se bazează pe Propunerea despre existența unei distanțe limitatoare după care un obiect de o dimensiune dată încetează să mai fie vizibil și pe propunerea din „Principii” că într-un triunghi dreptunghic ipotenuza este mai lungă decât oricare dintre cele două catete Probabil că este deja clar pentru cititor că acest capitol este o „introducere și allegro” la capitolul următor despre Elementele lui Euclid Propunerea și următoarele două propoziții prezintă soluțiile corecte la cele trei probleme de înălțime Prima și a treia sarcină arată cum să determinați înălțimea obiectelor inaccesibile după lungimea * umbra pe care o aruncau Aceste metode au o istorie lungă Chiar înainte de Pitagora, Thales din Milet, care a împrumutat evident idei pentru rezolvarea unor astfel de probleme din Egipt, știa să măsoare înălțimea piramidelor după lungimea umbrei pe care o aruncau În Propunerea , a doua dintre cele trei propoziții despre înălțime, Euclid sugerează o modalitate de a determina înălțimea într-o zi înnorat, când soarele nu este vizibil, folosind reflectarea liniei de vedere dintr-o oglindă orizontală Rezolvarea problemei este prezentată în fig și se bazează pe faptul că unghiul de incidență (Z AHB) este egal cu unghiul de reflexie (Z-EHN) Triunghiurile ABH și ENH sunt similare, deci laturile lor respective sunt proporționale: AB / BH - ENINH Prin urmare, dacă catetul BH al unui triunghi dreptunghic ABH este cunoscut și catetele EN și NH ale unui triunghi dreptunghic ENH sunt, de asemenea, cunoscute, atunci relația rezultată ne permite să determinăm înălțimea AB Apariția bruscă a reflexiei oglinzii i-a nedumerit pe traducătorii lui Euclid în timpul Renașterii, deoarece reflectarea și refracția luminii au servit ca subiect al unei alte ramuri a științei grecești - așa-numita catoptrics Traducătorii credeau că Euclid a scris mai întâi un tratat despre catoptrică, apoi despre optică, iar în traducerile în latină ale operelor lui Euclid, Catoptrics a fost plasat înaintea Opticii Dar Catoptrika nu se ocupă de soluție ₽ este probleme de acest tip, care este considerată în Propunerea ! Din punct de vedere al geometriei, Propozițiile și sunt de cel mai mare interes: în ele, Euclid află cum arată diametrele cercurilor din punctul de vedere al unui observator care se află în afara planului cercului Întrebarea care îl preocupă pe Euclid se rezumă la următoarele: când diametrele par a fi egale și în ce cazuri dimensiunile lor aparente sunt inegale? Mult mai târziu, Papp a luat în considerare aceeași propunere Dovada lui diferă de cea dată de Euclid și nu conține o referire la „Optica” euclidiană Concluzia lui Papp este că în anumite condiții cercurile arată ca niște elipse Euclid ajunge la aceeași concluzie, dar o formulează diferit: Propunerea afirmă că roțile unei trăsuri par uneori rotunde și alteori alungite! Propozițiile de la la sunt de natură cinematică: ele abordează probleme legate de percepția vizuală a obiectelor în mișcare Prima dintre aceste șapte propoziții vorbește despre ceea ce va vedea un observator, urmând obiecte distanțate în spațiu, care se mișcă paralel între ele cu aceeași viteză de la stânga la dreapta: mai întâi, obiectul cel mai îndepărtat va depăși obiectul cel mai apropiat de observator, și după ce a ajuns din urmă cu observatorul, va începe să rămână în urmă Pe fig segmentul BG din punctul de vedere al observatorului depășește segmentul KA, dar segmentul NU rămâne în urmă segmentului ST Cel mai simplu mod de a verifica acest lucru este prin selectarea mai multor puncte pe segmente diferite Propunerea este de interes istoric deoarece introduce pentru prima dată conceptul de viteză relativă: dacă un obiect se mișcă cu aceeași viteză ca și observatorul, atunci acestuia din urmă i se pare că obiectul este în repaus Propunerea atinge conceptul de paralaxă a mișcării: dacă observați obiecte care se mișcă cu aceeași viteză, atunci se pare că obiectele îndepărtate se mișcă mai încet decât cele apropiate Această observație are o mare importanță practică Este folosit de piloți atunci când circumstanțele forțează să aterizeze vizual și nu în funcție de instrumente În ceea ce privește restul propunerilor Optika, fie apartenența lor la Euclid este pusă la îndoială, fie nu ne interesează Din cele de propoziții care alcătuiesc „Optica”, sunt de competența opticii în sensul ei modern, iar restul se referă la teoria perspectivei, dar, așa cum am observat deja, Euclid nu desenează nicăieri o secțiune a conului de viziune de către un avion pentru a vedea ce din aceasta reușește „Optica” a fost descoperită foarte târziu Unele informații despre ea au ajuns la savanții medievali, dar ea a scăpat de atenția traducătorilor zeloși ai clasicilor greci din Renaștere O versiune corectată și extinsă a acestei lucrări, care diferă semnificativ de originalul ei, a fost recreată în secolul al IV-lea î Hr n e Theon din Alexandria, În ceea ce privește geometria, „Katoptrik” este semnificativ inferior „Optics”, dar aceasta este prima lucrare în care sunt luate în considerare reflectarea și refracția luminii, deși nu spune un cuvânt despre lentile Proclus (secolul al V-lea) a fost primul autor care a atribuit lui Euclid Catoptrics, dar până acum atribuirea acestei lucrări creatorului Elementelor este considerată îndoielnică În acele propoziții din Catoptrics care se ocupă de reflectarea din oglinzi, focalizarea este uneori identificată în mod eronat cu centrul de curbură Să luăm în considerare ambele concepte Centrul de curbură al unei oglinzi sferice este pur și simplu centrul sferei din care face parte oglinda Să luăm în considerare o secțiune plană a unei oglinzi și să desenăm raze de lumină care rulează paralel cu axa oglinzii la o distanță mică de aceasta (Fig ) Fie PQ una dintre razele pe care le-am ales Atunci raza reflectată QR intersectează axa în punctul /?, astfel încât, în virtutea legii binecunoscute și euclidiene a reflexiei, unghiurile PQO și OQR sunt egale, adică unghiul de incidență este egal cu unghiul de reflecție; aici OQ este normala (perpendiculară) pe suprafața oglinzii de la care sunt măsurate unghiurile Deoarece linia PQ este paralelă cu dreapta OA (axa oglinzii), unghiurile PQO și QOR (ca interne întins peste) sunt egali (Aici am profitat de sugestia de paralele din Elementele lui Euclid, pe care o vom întâlni în capitolul următor ) În triunghiul OQR, unghiurile OQR și ROQ sunt egale, prin urmare, laturile OR și RQ sunt și ele egale (o altă propoziție de la „Începuturi”) Conectând punctele Q și L printr-un segment, obținem unghiul QAO, care diferă puțin de o dreaptă, întrucât distanța dintre punctele Q și A este, prin presupunere, mică Deoarece unghiul QRA este egal cu suma unghiurilor RQO și QOR și, prin urmare, de două ori unghiul QOR, care este mic atunci când punctul Q se află lângă punctul A, latura RQ a triunghiului QRA este aproape egală cu latura RA * Deci, am demonstrat că, dacă distanța dintre punctele Q și R este mică, atunci punctul R poate fi considerat aproximativ a coincide cu punctul de mijloc al segmentului OL Prin urmare, R este un punct fix Cu ajutorul unor construcții geometrice destul de fine, am putut demonstra că toate razele de lumină paralele cu axa unei oglinzi sferice și nu departe de aceasta, după reflectare, converg într-un punct, care coincide cu punctul mijlociu al segmentului care leagă centrul oglinzii și punctul A, în care axa oglinzii își intersectează suprafața Acest punct R se numește focarul oglinzii Dacă o sursă strălucitoare de lumină este plasată la focalizare și doar o mică parte a oglinzii în apropierea punctului A este folosită pentru reflectare, atunci obținem un fascicul de raze aproape paralele În viitor, când luăm în considerare parabole, vom vedea că există figuri geometrice care sunt mai convenabile pentru obținerea de fascicule paralele Se știe că grecii antici foloseau ochelari incendiari, care făceau posibilă focalizarea razelor solare la un moment dat Ultima propoziție din Catoptrics afirmă că razele paralele converg la un focar după reflectarea dintr-o oglindă concavă, dar deși distincția este făcută în prima parte a dovezii * Se mai poate spune că la unghiuri mici ROQ și RQO, segmentele egale RQ și RO sunt aproape egale cu jumătate din baza OQ a triunghiului ROQ, adică ed între focalizarea și centrul oglinzii, în partea a doua ambele concepte sunt amestecate eronat! În „Katoptrik” sunt luate în considerare doar imaginile punctelor și nu conține o singură propunere interesantă despre imaginile obiectelor extinse Înainte de a încheia recenzia Catoptrics, să aruncăm o privire la declarația cu titlul foarte intrigant „Definiția ”: „Dacă un obiect este plasat într-un vas la o astfel de distanță încât obiectul încetează să fie vizibil și apoi, fără a modifica distanța, vasul este umplut cu apă, atunci obiectul devine din nou vizibil ” În „Katoptrik” Definiția este dată ca ipoteză Pe fig arată ce se întâmplă Fenomenul este ușor de explicat dacă folosim conceptul de refracție: razele de lumină, părăsind un mediu mai dens (apa), se abat de la normal la suprafața apei în punctul în care ajung la suprafață, sau, dacă împărtășim vederile grecilor antici, razele de lumină care vin din ochi, atunci când se deplasează din aer în apă, deviază spre normal Katoptryka nu dă nicio explicație în această privință Prima lege a refracției luminii a fost explicată de Eroii din Alexandria (aproximativ d Hr ) folosind principiul timpului minim Fie AB o secțiune a unei oglinzi plane (Fig ), iar razele de lumină care emană din punctul P, reflectate de oglindă, trec prin punctul Q Heroes au demonstrat că dacă PMQ este calea fasciculului reflectat, apoi distanta Orez jPAI A Q este mai mică decât distanța PX-x-XQ, unde X este orice punct al secțiunii oglinzii AB, altul decât M Într-adevăr, să aruncăm perpendiculara PN ' pe AB și să o continuăm până la punctul Р', alegând-o astfel încât egalitatea P'N = NP să fie îndeplinită Conectați punctele P’ și Q cu un segment de dreaptă Să presupunem că acest segment intersectează linia AB în punctul M Atunci PMQ este calea razei reflectate, deoarece triunghiurile PNM și P'NM sunt congruente, deci unghiurile PMN și P'MN sunt egale, iar unghiurile P'MN și QMB sunt egale ca pe verticală Deoarece triunghiurile PXN și P'XN sunt și ele congruente, atunci PX = P'X și, prin urmare, PX + XQ = P'X + XQ Dar P'X-\-XQ este suma a două laturi ale triunghiului P'XQ, iar în Elementele lui Euclid există o sugestie că suma a două laturi ale unui triunghi este mai mare decât a treia latură Prin urmare, P'X + XQ = PX -XQ > P'Q = P'M + MQ = PM + MQ Deci, am demonstrat că calea parcursă de o rază de lumină în timpul reflexiei este cea mai scurtă cale posibilă poteci cu „oprire intermediară” pe suprafața oglinzii Dacă se presupune că viteza luminii este constantă, atunci aceasta înseamnă că raza de lumină are nevoie de cel mai mic timp * pentru a trece de la punctul P la punctul Q (Această dovadă clară se bazează pe propoziții din Elementele lui Euclid, pe care le vom vedea în capitolul următor ) Am dori să încheiem acest capitol cu o descriere a unui instrument inventat (sau atribuit) lui Leonardo da Vinci pentru rezolvarea unei probleme optice care datează din cele mai vechi timpuri Fie A și B două puncte date în planul cercului oglindă (Fig ) Este necesar să trasăm calea unei raze de lumină care emană din punctul A și intră în punctul B după reflectarea dintr-o oglindă având forma cercului nostru Fie C centrul cercului și / punctul reflectat în care raza de lumină AI lovește punctul B Atunci * O derivație elegantă pur geometrică din același principiu al timpului minim al legii refracției luminii (așa-numita lege a lui Snell) a fost propusă în secolul al XVII-lea X Huygens Vezi Huygens X Tratat despre lumină - M - L : ONTI, , cap — Notă, ed • AIB este calea parcursă de fasciculul de lumină Rezolvarea teoretică a acestei probleme se reduce la construcția unei elipse cu focarele A și B tangente la un cerc dat cu centrul C Mai trebuie să revenim la această problemă în Cap opt Exerciții Explicând care este focalizarea unei oglinzi sferice, am menționat câteva teoreme geometrice Repetați aceste teoreme cu voce tare și luați în considerare dacă înțelegeți afirmațiile lor Puteți demonstra, folosind teorema lui Pitagora, că într-un triunghi dreptunghic cu catete foarte mici, celălalt catet are aproape aceeași lungime cu ipotenuza? Conturează cursul general al demonstrației Propoziției din „Optica” lui Euclid, precizând că există o distanță limită după care un obiect încetează să mai fie vizibil, folosind ipoteza decalajului dintre liniile de vedere Desenați un cerc pe o foaie de hârtie și, depărtând foaia de ochi, verificați dacă unghiul la care este vizibil cercul scade odată cu creșterea distanței Care este acest unghi când cercul este la o distanță foarte mare de ochi? Folosind Propunerea că există o distanță limită după care un obiect încetează să mai fie vizibil (exercițiul ), conturați cursul general al demonstrației Propoziției (obiectele dreptunghiulare par rotunjite de la distanță) (Sugestie: plasând dreptunghiul direct în fața ta, dovediți că vârfurile sunt mai departe decât celelalte puncte ale dreptunghiului, apoi utilizați Propoziția ) Să presupunem că în problema găsirii înălțimii folosind o oglindă, B// = m, NH = m și NE = m Aflați înălțimea AB Dați un exemplu care explică Propoziția , care afirmă că dacă obiectele distanțate în spațiu se mișcă cu aceeași viteză paralelă între ele de la stânga la dreapta, atunci observatorului i se pare că obiectul îndepărtat se mișcă mai repede decât cel din apropiere, iar după ce obiectele sunt egale cu un observator, un obiect îndepărtat rămâne în urmă cu unul apropiat (Desenați obiecte în poziții diferite față de observator ) Luați în considerare modul în care apare paralaxa mișcării prin reprezentarea schematică a pozițiilor a două obiecte în mișcare, dintre care unul se află la o distanță mai apropiată de observator decât celălalt Desenați traseele mai multor raze care trec paralel cu axa oglinzii sferice concave la o distanță mică de aceasta Verificați dacă focalizarea există pe o axă − punctul prin care trec (sau suficient de aproape de) toate razele reflectate Dacă nu ați văzut niciodată fenomenul descris la pagina , experimentați cu refracția luminii și desenați o diagramă care să arate ce se întâmplă când turnați apă într-un vas Stand in fata unei oglinzi usor aburite, inchide un ochi si traseaza-ti conturul fetei cu degetul Verificați dacă conturul pe care îl desenați este pe jumătate la fel de îngust și mai scurt decât fața dvs Să presupunem că imaginea feței tale se află de cealaltă parte a oglinzii, la aceeași distanță cu care este fața ta de oglindă Poți explica, folosind desenul, de ce conturul de pe oglindă are jumătate din dimensiunea feței tale? (Amintiți-vă că atunci când trasați conturul, ați închis un ochi ) Capitolul „Începuturile” lui Euclid Elementele lui Euclid este, fără îndoială, cea mai importantă carte despre matematică scrisă vreodată Să încercăm să explicăm pe ce se bazează reputația înaltă a acestei lucrări Primul autor latin în ale cărui scrieri găsim mențiune despre Euclid a fost Cicero ( - î Hr ), dar este puțin probabil ca pe vremea lui Cicero romanii să-l fi tradus pe Euclid în latină și să-l fi studiat în detaliu Potrivit lui Cicero însuși, geometria, atât de venerată de greci, a fost retrogradată de romani la un set de reguli practice utile în diferite tipuri de măsurători și calcule Dar treptat chiar și romanii au început să includă „Principiile” în programele lor de educație generală În Evul Mediu, Începuturile, ca multe alte lucrări ale autorilor antici, au fost reînviate în traduceri arabe și abia în a apărut la Veneția prima ediție tipărită a Începuturilor în latină A fost prima carte tipărită de o importanță semnificativă în matematică Lățimea marginilor din carte a ajuns la șase centimetri și jumătate, iar pe margini erau așezate toate desenele care explica dovezile propunerilor În ultimii ani, această metodă a fost reînviată în unele publicații de lux de calcul Prima și cea mai semnificativă traducere în limba engleză a Principia, de Henry Billingsley, a fost publicată la Londra în Ea consta din de pagini mari, fără a include o prefață extinsă Desenele pentru propunerile stereometrice au fost realizate de două ori: în margini, în forma obișnuită și pe foi separate de hârtie lipite de marginile paginii * Yitz Întorcând o astfel de foaie, puteți așeza figura corespunzătoare din ea și puteți afla cum arată Astăzi doar o bibliografie a edițiilor lui Euclid ar livra un volum mare Dar să ne întoarcem la „Începuturile” * Lucrarea lui Euclid se deschide cu o listă de definiții Să dăm câteva dintre ele, păstrând puţul-: Mratsigo, adoptat în original „Definiții Un punct este acela care nu are părți Linia este lungimea fără lățime O linie dreaptă este una care este egal distanțată în raport cu punctele de pe ea O suprafață plană este aceea care este situată în mod egal în raport cu liniile drepte de pe ea Un unghi plat este înclinarea unul față de celălalt a două drepte în plane care se întâlnesc, dar nu sunt situate ci (una) drepte Când liniile care conțin unghiul sunt drepte, atunci unghiul se numește rectiliniu ATUNCI Dar când o linie dreaptă ridicată pe (o altă) linie dreaptă formează unghiuri egale între ele într-un rând, atunci fiecare dintre unghiurile egale este o linie dreaptă, iar linia dreaptă restaurată se numește perpendiculară pe cea pe care este ridicată După ce am sărit peste câteva definiții, citim mai departe: „G Un cerc este o figură plată care conține în interiorul unei linii (care se numește cerc) pe care toate liniile care cad dintr-un punct din interiorul figurii (pe circumferința cercului) sunt egale între ele Centrul cercului se numește acest punct * Diametrul unui cerc este orice linie dreaptă trasată prin centru și delimitată pe ambele părți de circumferința cercului, care, de asemenea, taie cercul în jumătate * Început ■ Euclid - M -L g Gostekhizadt, carte I-VI, ? carte VII-X, ; carte XI-XV În viitor, toate fragmentele din Euclid sunt date conform primului volum al acestei ediţii (cărţile I-VT) \ - Notă, trad , Definiția finală spune: „ Paralele sunt drepte care, fiind în același plan și fiind prelungite la nesfârșit de ambele părți, nu se întâlnesc una cu cealaltă pe nici o parte Aceste definiții merită cea mai detaliată analiză și cu greu ne putem face fără a le discuta, dar ne vom ajuta să ne ajute pe Proclus, unul dintre cei mai cunoscuți comentatori ai lui Euclid Totuși, mai întâi să cităm „Postulele” lui Euclid Deci, cuvântul lui Euclid: „Să recunoaștem Că din orice punct în orice punct (se poate) să se tragă o linie dreaptă Și că o linie mărginită (poate) fi extinsă continuu de-a lungul unei linii Și că din fiecare centru și fiecare soluție (poate fi) este descris un cerc Și că toate unghiurile drepte sunt egale între ele Și dacă o linie care cade pe două linii formează unghiuri interioare și pe o latură mai mici de două linii, atunci aceste două linii extinse la infinit se întâlnesc cu latura în care unghiurile sunt mai mici de două linii ** Postulatele lui Euclid, în special celebrul al cincilea postulat, au fost subiectul unor controverse acerbe de secole Ceea ce Euclid intenționa să le spună cititorilor săi este arătat clar în fig Partea introductivă a „Începuturilor” este completată de „Concepte generale” (axiome) - "unu Egale cu unul și aceiași sunt egale între ele Și dacă se adaugă egali la egali, atunci întregurile vor fi egale Și dacă egali sunt scăzuți din egali, atunci resturile vor fi egale Iar cele care sunt combinate între ele sunt egale între ele Și întregul este mai mare decât partea** Multe expresii în limba engleză provin din Biblie sau din Shakespeare, dar există multe cuvinte și expresii care și-au pierdut acum purul terminologie sensul și au devenit comune, sunt împrumutate din „Conceptele generale” ale lui Euclid După ce a pregătit astfel terenul, Euclid, pe parcursul a treisprezece cărți, își dovedește propozițiile geometrice Am remarcat deja pasiunea pentru geometrie la Dürer, Leonardo da Vinci și alți artiști Cunoașterea „Principiilor” euclidiene a făcut o impresie de neșters omului Renașterii Plecând de la un anumit set de idei mai mult sau mai puțin acceptabile, numite acum axiome, și folosind mai multe construcții, Euclid a fost capabil să dea dovezi logice ale relațiilor adevărate dintre obiectele geometrice Fiecare pas al acestor dovezi a fost atât de evident încât au devenit de nerefuzat Afirmațiile dovedite Euclid a numit propoziții, iar noi numim teoreme În unele cazuri, propozițiile, după Euclid, sunt evidente chiar și pentru măgar (faptul că Euclid se referă în mod specific la acest animal a fost adesea criticat), în altele sunt aproape inaccesibile imaginației Deci, demonstrând că suma oricăror două sute dintr-un triunghi este întotdeauna mai mare decât a treia latură, Euclid propune să plaseze un măgar la un vârf al triunghiului și o grămadă de fân la celălalt vârf Pentru a ajunge la fân, niciun măgar nu s-ar gândi să ocolească cele două laturi ale triunghiului Cu altul Pe de altă parte, despre teorema lui Pitagora, conform căreia pătratul construit pe ipotenuză este egal ca suprafață cu suma pătratelor construite pe picioare, omenirea nu a bănuit de milenii, iar Euclid dă multe alte teoreme la fel de remarcabile Nu doar forma, ci și esența multora dintre definițiile propuse de Euclid au fost criticate Pentru a evita „coborârea infinită”, definițiile nu ar trebui să conțină concepte care trebuie definite în sine Dicționarele și enciclopediile care conțin un număr finit de cuvinte evită „descendența infinită” permițând un cerc vicios în definiții Nu este greu să verifici acest lucru prin deschiderea unei enciclopedii în cuvintele punct, linie etc De exemplu, un punct este un loc, o poziție, iar o poziție este locul ocupat de un punct! Pentru cei care ar dori să se distreze puțin, vă recomandăm să întrebați un prieten care este un punct și să vă asigurați că definiția propusă nu conține un cerc vicios Dezamăgirea nu conduce la înmuierea moravurilor, prin urmare, punând o astfel de întrebare, riști să dai cu o insultă! După cum vom vedea mai târziu, unele dintre dificultățile asociate cu definirea conceptului de „punct” pot fi depășite, dar deoarece putem fi suspectați de fraudă, introducem puncte ca un set de entități nedefinite și linii drepte ca unele subseturi a acestui set Dar să revenim la Euclid, Este ușor de observat că Definiția conține o teoremă conform căreia diametrul unui cerc îl bisectează Comentatorul lui Euclid, Tyrocles, atribuind această teoremă lui Thales din Milet, remarcă: „Motivul pentru care diametrul încrucișează cercul este că linia dreaptă urmează în mod constant centrul, deoarece, deoarece linia dreaptă trece prin mijloc și în toate fazele de mișcare se abține să devieze în orice parte, atunci de ambele părți linia dreaptă se întrerupe arcele cercului de lungime egală Proclus consideră că este necesar să facă următoarea rezervă: „Dacă doriți să demonstrați acest lucru matematic, atunci imaginați-vă mental că diametrul este desenat și o parte a cercului este suprapusă pe cealaltă Dacă nu sunt egali, atunci va fi fie în interiorul, fie în afara celeilalte părți În ambele cazuri, segmentul mai scurt ar fi egal cu cel mai lung, pentru că toate segmentele care merg de la centru către cerc sunt egale Prima observație și dovada sunt complet diferite în spirit În dovadă, Proclus se referă la faptul că o parte a cercului ar trebui să fie oglindită în raport cu diametrul și imaginea sa trebuie comparată cu cealaltă; parte a cercului Centrul cercului rămâne staționar în timpul reflexiei, așa că orice diferență între cele două părți ale cercului înseamnă doar că unele puncte de pe cerc sunt situate pe distanță mai mică sau mai mare de centru* decât pot fi Prin urmare, ambele părți ale cercului - cea reflectată și cealaltă - trebuie să coincidă Dacă completăm acest argument cu câteva explicații despre reflexia în oglindă (sau simetria axială), atunci demonstrația va fi complet riguroasă Stilul de demonstrație ales de Proclus nu poate fi considerat pur euclidian și nu putem să nu familiarizăm cititorul cu un mod de prezentare care a lăsat o amprentă de neșters asupra întregii matematici Pentru scopurile noastre, Oferta va servi : Construiți un triunghi echilateral pe o dreaptă mărginită dată Cunoaștem deja metoda de construcție „Fie linia mărginită dată AB (Fig ) Este necesar să se construiască un triunghi echilateral pe dreapta AB Din centrul A cu soluția AB descriem cercul BCD (Postulatul ), iar apoi din centrul B cu soluția BA descriem cercul ACE (Postulatul ), iar din punctul C, în care cercurile se intersectează fiecare altele, trasăm liniile de legătură CA la punctele A și B , SW (Postulatul ) Și întrucât punctul A este centrul cercului CDB, atunci AC este egal cu AB (Definiția ); în plus, deoarece punctul B este centrul cercului SAE, atunci BC este egal cu BA (Definiția ) Dar s-a demonstrat deja că D CA este egal cu AB, deci fiecare dintre CA, CB este egal cu AB Dar cei egali cu același sunt egali între ei (Axioma ), ceea ce înseamnă că CA este egal cu CB Prin urmare, cele trei linii CA, AB, BC sunt egale între ele Prin urmare, triunghiul ABC este echilateral (Definiția ) și este construit pe o linie mărginită dată AB (prin urmare, un triunghi echilateral este construit pe o dreaptă mărginită dată), ceea ce trebuia să fie făcut Fiecare pas în dovadă pare justificată printr-o referire la postulate, definiții, concepte generale, dar Și unde, de fapt, se dovedește că punctul C, în care se intersectează cercurile, există cu adevărat? A spune că acest lucru este evident chiar și pentru un măgar înseamnă a încălca regulile jocului și, dacă nu se poate dovedi că cercurile se intersectează, atunci însuși faptul intersecției lor trebuie inclus printre postulate Dar asta nu este tot Euclid își asumă în mod tacit un număr de proprietăți de lungime, cum ar fi AB = BA, fără a le formula în mod explicit Dar sunt aceste proprietăți atât de evidente? Observațiile noastre nu trebuie luate ca o manifestare a unei atitudini disprețuitoare față de Euclid Vrem doar să subliniem că de peste două mii de ani, ideea de demonstrație matematică, așa cum ne-am aștepta, s-a schimbat Nu este inclus în intenţiile şi comentariile noastre asupra Elementelor lui Euclid Am vrut să arătăm doar câteva exemple ale stilului lui Euclid și să arătăm ce impact uriaș a avut asupra oamenilor Filosoful olandez Spinoza ( - ) și-a scris „Etica”, împărțind-o „în felul” lui Euclid în postulate, concepte generale și propoziții Să citim acum ce sa întâmplat cu autorul lui Leviatan, Thomas Hobbes ( - ) Pasajul de mai jos este preluat din excelentele biografii scurte ale lui Aubrey, editate de Oliver Lawson Dick „Hobbes avea deja de ani când geometria i-a atras atenția S-a întâmplat întâmplător În timp ce se afla în Biblioteca Domnilor, Hobbes a văzut pe masă un volum din Principia lui Euclid, deschis la Propunerea a Cărții I* A citit propoziția și a exclamat: „Jur pe Dumnezeu (uneori pentru o mai mare expresivitate a apelat la înjurături), acest lucru este imposibil!” Iar Hobbes s-a adâncit în dovada propoziției, care conținea o referire la o altă propoziție, pe care nu a omis să o citească Aceasta a continuat până când a fost convins decisiv de adevărul afirmației După acest incident, Hobbes a fost înflăcărat de dragoste pentru geometrie Bertrand Russell descrie în autobiografia sa ce revelație a fost pentru el în prima cunoaștere a copilăriei cu Euclid Foarte mulți au experimentat un șoc profund la infailibilitatea adevărurilor expuse în Elemente Cumva, romanul Mariei Corelli Atomul Atotputernic mi-a căzut în mâini Unul dintre eroii săi, un băiețel, a fost forțat de părinți agnostici (dacă nu mai rău) să-l învețe pe Euclid în loc de Biblie Băiatul ăsta s-a terminat prost Geometria euclidiană a fost mult timp o parte integrantă a educației generale A fost chiar abuzat Până de curând, elevii nu numai că trebuiau să memoreze propoziții, ci și să-și memoreze numerele și cărțile în care se găsesc Dacă unul dintre cei care au gustat din roadele iluminării * Teorema lui Pitagora a scris: „După Euclid I, ”, atunci frații săi știau că se refereau la Teorema din Cartea I: „În orice triunghi, suma a două unghiuri luate împreună pentru orice alegere dintre ele este mai mică decât două unghiuri drepte” Acest stil de predare avea în mod clar nevoie de îmbunătățire, iar Asociația de matematică din Marea Britanie a fondat chiar și o dată o societate specială menită să îmbunătățească predarea geometriei și, în special, să înlocuiască Euclid cu manuale mai moderne De atunci, au apărut mii de manuale, ai căror autori au căutat să-l depășească pe Euclid Rezultatul unei astfel de activități nu poate fi numit satisfăcător: geometria la nivelul școlii secundare într-o serie de țări a fost practic distrusă * Este interesant de observat că inadecvarea postulatelor lui Euclid din punct de vedere modern a condus la una dintre cele mai mari renașteri pe care le-a experimentat vreodată matematica La sfârşitul secolului al XIX-lea David Hilbert din Göttingen a atins bazele geometriei cu bagheta sa magică, printre altele, a dezvoltat un sistem adecvat de axiome pe care să poată fi ridicată întreaga clădire a geometriei euclidiene Din păcate, sistemul de axiome al lui Hilbert este prea complex pentru a fi predat în liceu, dar lucrările lui Hilbert privind fundamentele geometriei au demonstrat importanța fundamentală a metodei axiomatice în matematica modernă Activitate extraordinar de fructuoasă a matematicii secolului XX se bazează tocmai pe metoda axiomatică Întrucât matematica este creația mâinilor omului, este întotdeauna înțelept nu numai să privim înainte, ci și să privim înapoi, amintindu-ne zicala: „Repetarea este mama învățării” Într-adevăr, citind încă o dată pe Euclid, vom fi răsplătiți După cum am menționat deja, Euclid nu folosește o busolă, ceea ce îi permite să transfere lungimea unui segment Ying * Mier cu o introducere care justifică această împrejurare la cartea lui J Dieudonné „Algebra liniară și geometria elementară” (Moscova: Nauka, ) — Notă, ed O bună confirmare a acestui lucru este Propunerea Ea spune: dintr-un punct dat, trageți o linie egală cu linia dată Am dat deja construcția corespunzătoare, dar este interesant să revenim la ea din nou și să vedem cum arată în Euclid „Fie punctul dat A, dreapta dată BC; se cere din punctul A amânarea unei drepte egale cu dreapta dată BC (Fig ) Desenați o dreaptă de legătură AB de la punctul A la punctul B și construiți pe ea un triunghi echilateral DAB (Propoziția ); de-a lungul liniilor DA și DB continuăm liniile AE, BF, din centrul B cu soluția BC descriem cercul CGH (Postulat ) și apoi din centrul D cu soluția DG descriem cercul GK L (Postulat) ) Deoarece punctul B este acum centrul cercului CHG, atunci BC este egal cu BG (Definiția ) În plus, deoarece punctul D este centrul cercului GKL, atunci DL este egal cu DG (Definiția ), iar DA lor este egal cu D B Prin urmare, restul de AL este egal cu restul de BG (Axioma ) Dar s-a dovedit deja că BC este egal cu BG; deci fiecare dintre liniile AL și BC este egală cu BG Dar cei care sunt egali cu aceeași sunt și egali între ei (Axioma ); deci AL este egal cu BC, Aceasta înseamnă că din punctul dat A se trasează linia dreaptă AL, egală cu BC dat, ceea ce trebuia să fie făcut Faptul că Propunerea este folosită în demonstrația de mai sus îi conferă un farmec aparte Ultima frază a dovezii propozițiilor din Elementele lui Euclid este adesea păstrată în versiunea sa latină: „Quod erat demonstrandum” (care urma să fie dovedit) Abrevierea Q E D și-a luat locul în limba engleză ca sinonim pentru clincher Să ne uităm la câteva dintre propunerile lui Euclid pentru a demonstra unele dintre dificultățile foarte semnificative implicate în abordarea axiomatică Ne referim la semnul egalității triunghiurilor „după unghiul cuprins între două laturi, respectiv egale” „Propunerea Dacă două triunghiuri au două laturi egale cu fiecare și un unghi egal cuprins între drepte egale, atunci ele vor avea o bază egală cu baza, iar un triunghi va fi egal cu celălalt, iar unghiurile rămase scăzute de laturi egale vor fi egal cu restul colțurilor fiecare la fiecare Fie ABC, DEF două triunghiuri, având două laturi AB și AC egale cu două laturi DE și DF fiecare, și anume AB egal cu DE și AC egal cu DF și unghiul BAC egal cu EDF (Fig ) Eu spun ca baza BC va fi egala cu baza EF, iar triunghiul ABC va fi egal cu triunghiul DEF, iar celelalte unghiuri, scazute cu laturi egale, vor fi egale cu celelalte unghiuri fiecare, si anume unghiul ABC la unghiul DEF și unghiul AC față de unghiul DFE Într-adevăr, dacă triunghiul ABC este combinat cu triunghiul DEF și punctul A este plasat pe punctul D și linia AB pe DE, atunci punctul B este combinat cu ȘI E datorită faptului că AB este egal cu DE; și întrucât AB este congruent cu DE, linia AC este congruentă cu DF, deoarece unghiul BAC este egal cu EDF\, astfel încât punctul C este congruent cu punctul F, deoarece AC este și el egal cu DF Dar B a fost deja combinat cu E; astfel încât baza lui BC este compatibilă și cu baza lui EF Într-adevăr, dacă, atunci când punctul B este combinat cu E, și C cu F, baza BC nu ar fi combinată cu EE, atunci cele două linii vor conține spațiu (Axioma ), ceea ce este imposibil Aceasta înseamnă că baza BC va fi compatibilă cu EE și va fi egală cu aceasta; astfel încât întregul triunghi ABC va fi congruent cu întregul triunghi DEF și va fi egal cu acesta, iar unghiurile rămase vor fi congruente cu celelalte și vor fi egale cu acestea, și anume unghiul ABC cu unghiul DEF și unghiul AC la unghiul DFE Aceasta înseamnă că dacă două triunghiuri au două laturi egale cu fiecare și un unghi egal conținut între drepte egale, atunci ele vor avea și o bază egală cu baza, iar un triunghi va fi egal cu celălalt, iar unghiurile rămase, contractate de laturi egale, vor fi egale cu restul colțurilor fiecare pentru fiecare, ceea ce a fost necesar să se dovedească Demonstrând Propoziția , Euclid impune triunghiul ABC triunghiului DEF Această operațiune necesită unele explicații, dar în zadar le vom căuta în Euclid O obiecție mai serioasă este că metoda lui Euclid Orez se aplică triunghiurilor ABC și DEF din fig , dar nu se aplică triunghiurilor ABC și DEF pe ri Dacă două triunghiuri pot fi translatate unul în altul prin reflexie în oglindă (simetrie axială), atunci metoda suprapunerii încetează să funcționeze, deși intuitiv simțim că triunghiurile sunt egale Și într-adevăr, este necesar doar să scoți triunghiul DEF din plan, întoarceți-l cu partea „față” în jos și întoarceți-l în plan, deoarece metoda de suprapunere propusă de Euclid își recapătă forță Dar asta nu este tot Deși Euclid se referă la Axioma (combinările între ele sunt egale între ele), în realitate el folosește afirmația opusă Obiecțiile la demonstrația lui Euclid sunt atât de numeroase încât în sistemele moderne de axiome, inclusiv sistemul de axiome al lui Hilbert, Propoziția ’ apare foarte des ca o axiomă Dacă în suprapunerea geometriei se introduce un număr excesiv de axiome, atunci cititorul are un sentiment de neliniște Atunci de ce să demonstrezi ceva? De ce să nu accepti toate afirmațiile ca axiome ? Particularitatea matematicii, și în special a geometriei, așa cum sa subliniat deja, constă tocmai în faptul că adoptarea unui anumit sistem de axiome face posibilă demonstrarea multor rezultate neașteptate Asta dă matematica G frumusețe irezistibilă Desigur, axiomele nu trebuie să fie contradictorii și, în plus, cu cât sunt mai puține axiome, cu atât mai bine În viitor, vom vedea cum marile minți ale trecutului au încercat de-a lungul secolelor să excludă doar unul dintre postulatele lui Euclid - al cincilea postulat - și ceea ce, de fapt, le-a condus la această idee Ne-am referit deja la Propoziția a lui Euclid: pentru triunghiurile isoscele, unghiurile de la bază sunt egale între ele, iar pe măsură ce unghiurile drepte egale continuă, unghiurile de la bază vor fi egale între ele Un triunghi isoscel se numește ABC, în care, de exemplu, latura AB este egală cu latura AC (Fig ) Dacă folosim Propoziția și comparăm triunghiurile ABC și ACB, atunci este ușor de observat că AB = AC, AiC - AB și LVAC = /LCAB, deoarece acestea sunt același unghi Prin urmare, triunghiurile ABC și ACB sunt congruente și, prin urmare, LACB este Z ABC, ceea ce urma să fie demonstrat Dovada lui Euclid este mai lungă decât a noastră, iar cea prezentată în fig Cifra a fost de interes constant timp de multe secole Se numea pons asinorum - podul măgarului Nu există un consens cu privire la originea acestui nume Triunghiul din fig , mai ales dacă laturile sale sunt foarte blânde, seamănă cu un pasaj cu o pantă în ambele direcții O poate trece un măgar sau un om, dar nu un cal Cu alte cuvinte, pentru un prost Vis ȘI Propunerea nu este un obstacol, în timp ce o persoană inteligentă se va gândi la asta Francezii numesc „podul măgarului” (pont aix ânes) figura din Propunerea , celebra teoremă a lui Pitagora care l-a entuziasmat atât de mult pe Thomas Hobbes (Fig ) Nu merită să înmulțim numărul deja mare de explicații contradictorii pentru originea acestui „termen” neobișnuit, dar tocmai „podul măgarului” este prima propoziție pe care un student care clipește o poate dovedi cu succes altceva decât Euclid, în timp ce se înșela profund De exemplu, el ar putea găsi mijlocul N al bazei triunghiului ABC (Fig ) și ar putea observa că laturile corespunzătoare ale triunghiurilor ABN și ACN sunt egale: AB-AC, BN-CN și AN = AN Prin urmare, bazându-se pe o teoremă încă nedemonstrată, el ar putea concluziona că triunghiurile ABN și ACN sunt congruente și, prin urmare, unghiurile ABN nACN sunt egale Ajuns în acest loc, orice „măgar” și-ar aminti fără îndoială dovada lui Euclid și ar merge cu încredere la „ceea ce trebuia să fie dovedit” În propoziția inversată la Propoziția , Euclid folosește pentru prima dată reductio ad absurdum — reducere la absurd, sau demonstrație prin contradicție, și trebuie să ne oprim pentru a înțelege acest concept mai detaliat Propoziția opusă celei pe care doriți să o demonstrați spune că dacă într-un triunghi ABC unghiul ABC este egal cu unghiul ACB> atunci laturile AB și AC sunt egale Dovada începe prin asumarea inegalității laturilor și se realizează în așa fel încât să se ajungă la o contradicție în cazul în cauză - afirmația că valoarea mai mică este egală cu cea mai mare Dar o astfel de concluzie este absurdă Deoarece întregul curs al dovezii este logic impecabil, o anumită premisă trebuie să fie greșită Poate fi doar presupunerea inițială că AB AC Dar dacă această ipoteză este falsă, atunci egalitatea AB=AC trebuie să fie valabilă Astfel, ipoteza cerută este dovedită Raționamentul prin contradicție se bazează pe principiul mijlocului exclus, care se bazează pe propoziția că orice afirmație este fie adevărată, fie falsă Prin urmare, dacă se dovedește că nu există loc pentru ca o propoziție să fie falsă, adică că o propoziție nu poate fi falsă, atunci se dovedește inevitabil a fi adevărată Notația adoptată în logica matematică face posibilă alimentarea celor spuse cu mult mai multă eleganță, dar nu am dori să atingem acest subiect și trimitem din nou cititorii interesați la cartea noastră „The Fine Art of Mathematics”, unde întreaga gamă de probleme legate de logica matematică este luată în considerare în detaliu Este mult mai interesant pentru noi că elevilor li se pare prea greu de aplicat raționamentul prin contradicție Ajunși la o contradicție, ei se opresc cu o ușurare nedisimulata, iar faptul că ar trebui să apară o contradicție nu trezește cel mai mic interes în ei După cum spunea Walt Whitman: „Crezi că mă contrazic? Ei bine, atunci, mă contrazic (Sunt lat, conțin mulți oameni diferiți ) De asemenea, trebuie menționat că unii oameni de știință foarte eminenți văd accentul excesiv pe principiul terțului exclus ca un simptom al matematicii amenințătoare a unei boli periculoase și refuză categoric să accepte orice dovadă contrarie ** Unu din cel mai remarcabil priyeryuv raționamentul din opus, inclus și în „Începuturile” euclidiane, se leagă, cu demonstrația, a absenței unui număr rațional #/& (unde a și b sunt numere întregi), al cărui pătrat ar fi este După cum am menționat deja, acesta este descoperirea *** a provocat o criză, c matematica greaca antica Dovada începe cu presupunerea că un astfel de număr există, iar numerele a și b au toți factorii lor comuni redusi Dacă a /b = ^ atunci b = a și, prin urmare, numărul # este par, adică divizibil cu Dar numerele impare (de exemplu, „ , , , * ) rămân impare când sunt pătrate * Traducere de K Chukovsky Whitman W Song despre mine In carte „Poezii și poezii” - M : Ficțiune *, , p la ** Avtgorg are în vedere unele dintre tendințele actuale în domenii, fundamente și matematică, excluzând principiul mijlocului exclus dintre axiomele logicii — Aprox ed\ *** Aparţine şcolii lui Pitagora —-Yarim * redu z "(treceți la , , , ) Prin urmare, deoarece a este un număr par, "trebuie să fie par Scriindu-l ca a = a' și pătratând [a = ("') ] , vom obține d = ("') În consecință, b = ("') și numărul b este par! Dar ambele numere a și b nu pot fi pare, deoarece am anulat toți factorii comuni Așa că am ajuns la o contradicție Deoarece raționamentul nostru este impecabil, presupunerea inițială trebuie să fie falsă, adică numărul V nu este rațional Acum să ne întoarcem și să ne uităm din nou la postulatul , care exprimă o condiție suficientă pentru ca două drepte să nu fie paralele Este interesant de observat că Euclid este reticent să se refere la acest postulat și nu îl folosește în primele de propoziții Totalitatea afirmațiilor geometrice conținute în ele a fost numită geometrie absolută Există geometrii în care Propozițiile - continuă să fie adevărate, dar postulatul este respins și înlocuit cu un alt postulat Astfel de teorii sunt numite non-euclidiene Există motive să credem că Euclid a fost primul geometru care a studiat geometria non-euclidiană! * Să facem o scurtă trecere în revistă a teoremelor de geometrie absolută Unele dintre ele au fost citate fără dovezi în capitolele precedente De exemplu, dacă una dintre laturile triunghiului este extinsă dincolo de vârf, atunci unghiul extern este mai mare decât oricare dintre unghiurile interne care nu îi sunt adiacente i (Fig III), unghiul ACD este mai mare decât oricare dintre unghiurile CAB şi ABC (vezi cap ) Teorema că suma unghiurilor unui triunghi este egală cu două unghiuri drepte rezultă din postulatul și, prin urmare, nu aparține numărului de afirmații de geometrie absolută Am folosit deja această teoremă în cap * In „ultimele studii ^fioyreli fama studiului istoricului matematicii I / Toth, care a găsit „urme” de reflecții asupra teometriei non-euclidiene în lucrările lui Aristotel și alte „iredines®aetics іE®klid;—> În orice triunghi, suma a două laturi este mai mare decât a treia latură Această afirmație este o teoremă a geometriei absolute, așa că măgarii încă se comportă rațional în geometria non-euclidiană (vezi la începutul acestui capitol) Unele dintre teoremele geometriei absolute dau diferite semne ale congruenței a două triunghiuri: pe două laturi și unghiul închis între ele (am întâlnit deja această teoremă), pe o latură și două unghiuri adiacente acesteia și pe trei laturi Trebuie subliniat faptul că, deși egalitatea laturilor corespunzătoare a două triunghiuri implică congruența lor, egalitatea unghiurilor nu este suficientă pentru aceasta Triunghiurile cu unghiuri egale se numesc similare, lungimile laturilor unor astfel de triunghiuri sunt proporționale Aceasta înseamnă că în fig toate rapoartele AB: G//, BC: HK, CA: KG sunt egale În același timp, există geometrii non-euclidiene în care toate triunghiurile cu unghiuri egale sunt congruente Dar haideți să continuăm studiul nostru asupra geometriei absolute În Propoziția , Euclid demonstrează că, dacă o dreaptă care se încadrează pe două drepte formează unghiuri încrucișate care sunt egale între ele (Fig , a), atunci liniile vor fi paralele între ele Demonstrarea se face prin contradicție: luând ca ipoteză inițială presupunerea că două drepte se intersectează și folosind o teoremă demonstrată anterior, Euclid ajunge la o contradicție, Prin urmare, două drepte nu se intersectează la Orez yutsya Restaurarea detaliilor probei este retrogradată la unul dintre exercițiile care însoțesc acest capitol Propunerea conține niște echivalente ale afirmației , care servesc drept condiții suficiente pentru paralelismul a două drepte (Fig , b), Axiomă placerera Orez dec din Aceasta înseamnă că dacă aceste condiții sunt îndeplinite, atunci liniile trebuie să fie paralele Echivalența Propozițiilor și rezultă din faptul că unghiul ale cărui laturi se află pe o singură dreaptă este egal cu două unghiuri drepte Dar atunci când se demonstrează Propoziția *, care conține condițiile necesare pentru paralelismul a două drepte, apare necesitatea postulatului Prin necesar înțelegem condițiile care sunt îndeplinite ori de câte ori două drepte sunt paralele (pe care le judecăm după unghiurile numite în propoziție) Desigur, uneori condițiile sunt necesare și suficiente În astfel de cazuri, se spune că teorema este adevărată dacă și numai dacă (sau dacă și numai dacă) aceste condiții sunt îndeplinite Condițiile cuprinse în Propozițiile și sunt necesare și suficiente, dar, așa cum s-a menționat deja, demonstrarea uneia dintre ele este de competența geometriei absolute, în timp ce demonstrarea celeilalte este în afara domeniului său de aplicare Din nou, cititorul va avea ocazia să urmărească detaliile dovezii într-unul dintre exercițiile de la sfârșitul acestui capitol Să ne întoarcem acum la postulatul O afirmație echivalentă cu postulatul era cunoscută de Proclus, care a trăit șapte secole după Euclid, dar fizicianul și matematicianul scoțian Playfair ( - ) a avut norocul să-și asocieze pentru totdeauna numele cu postulatul Axioma Playfair spune: printr-un punct dat P se poate trasa o singură dreaptă paralelă cu o dreaptă I dată (Fig , c) Este foarte util să demonstrăm că axioma Playfair este echivalentă cu postulatul al lui Euclid Aceasta înseamnă că axioma Playfair rezultă din postulatul , iar postulatul decurge din axioma Playfair Este interesant că chiar și matematicienii moderni foarte erudici o numesc axioma lui Playfair axioma lui Euclid Desigur, acesta nu este chiar același lucru și, de exemplu, * Amintiți-vă cum a fost formulat în „Elementele” lui Euclid: „o linie care cade pe linii paralele formează unghiuri transversale egale între ele și un unghi extern egal cu opusul intern de aceeași parte și unghiuri interne unilaterale (împreună ) egale două linii drepte, ”- Notă, trans * rev Reverantoul Charles Lutwidge Dodgson, mai cunoscut sub numele de Lewis Carroll, fiind un matematician cu cunoștințe rezonabile, a favorizat postulatul , ceea ce face destul de ușor să determinați dacă două linii sunt paralele sau nu, în timp ce este complet inutil să apelăm la axioma Playfair pentru a le rezolva această problemă Multe minți mari au făcut eforturi mari pentru a dovedi independența postulatului față de alte postulate, adică pentru a stabili că postulatul poate fi dedus din alte postulate ale geometriei lui Euclid Pentru ca cititorul să-și facă o idee despre scopul acestei activități, vă prezentăm o listă departe de a fi completă de afirmații echivalente cu postulatul Dacă o dreaptă intersectează una dintre liniile paralele, atunci ea o intersectează și pe cealaltă (Proclus, secolul al V-lea) Există un triunghi a cărui sumă de unghiuri este egală cu două unghiuri drepte (Legendre, - ) Pentru oricare trei puncte care nu se află pe aceeași linie dreaptă, există un cerc care trece prin ele [(Legendre; F Bolyai, - ) Există două triunghiuri asemănătoare, dar nu congruente (Saccheri, - ) Am spus deja că Euclid nu a avut lipsă de critici și comentatori Poziția specială a Postulatului a atras atenția asupra lui în antichitate Acest interes a dus la descoperirea geometriei non-euclidiene, una dintre cele mai mari realizări ale gândirii umane Aparenta reticență cu care Euclid a introdus postulatul i-a motivat pe geometri timp de mai bine de două milenii să încerce să derive postulatul din alte postulate Proclus, la care ne vom întoarce, a făcut o critică a încercării lui Ptolemeu și a arătat că este eronată, după care și-a dat propria „dovadă” a derivării postulatului din alte postulate Primul studiu demn de remarcat pe această problemă a fost publicat în , a aparținut iezuitului italian Girolamo Saccheri Ca profesor de matematică la Universitatea din Padova, Saccheri a scris o carte mică numită zEuclides ab otnni paejo ѵ indicatus* * DC Orez („Euclid, curățat de toate petele”) Aparent, Saccheri a fost puternic impresionat de puterea probei din contra și a decis să aplice această metodă la studiul postulatului paralelelor Fie ABCD un patrulater cu unghiuri drepte la vârfurile A și B (Fig ) și laturile egale AD și BC Fără a depăși geometria absolută, este ușor de demonstrat că unghiurile D și C sunt egale Sunt posibile trei cazuri: ambele unghiuri D și C sunt acute (fiecare dintre unghiuri este mai mic decât un unghi drept), ambele unghiuri D și C sunt unghiuri drepte și ambele unghiuri D și C sunt obtuze (fiecare dintre unghiuri este mai mare decât un unghi drept) Saccheri a numit aceste trei cazuri ipoteza unghiului acut, ipoteza unghiului drept și, respectiv, ipoteza unghiului obtuz În lucrarea sa, Saccheri a intenționat să arate că ipotezele unghiurilor acute și obtuze duc la o contradicție Apoi, după principiul mijlocului exclus, ar trebui îndeplinită ipoteza unui unghi drept, iar din aceasta, după cum a reușit să afle Saccheri, urmează proba postulatului Presupunând în tăcere (ca, într-adevăr, Euclid) că linia dreaptă are o întindere infinită, Saccheri a exclus cazul unui unghi obtuz, dar ipoteza unghiului acut se dovedește a fi mult mai dificilă Încercând să demonstreze postulatul paralel al lui Euclid, Saccheri a obținut multe teoreme legate de domeniul matematicii numit acum geometrie non-euclidiană și, dacă s-ar fi oprit acolo, și-ar fi câștigat faima ca descoperitor al geometriei non-euclidiene Dar Saccheri era atât de dornic să-l reabiliteze pe Euclid încât a compromis impecabilitatea propriului raționament și a permis contradicții evidente Se știe acum că geometria care poate fi construită prin acceptarea ipotezei unghiului acut nu contrazice geometria euclidiană Cu alte cuvinte, postulatul paralel (Postulatul ) este independent de alte postulate și nu poate fi derivat din acestea Trei nume sunt asociate acestei descoperiri: omul de știință german Gauss ( - ), care a fost numit adesea regele matematicienilor, ungurul Janos Bolyai ( - ) și matematicianul rus Nikolai Ivanovici Lobaciovski ( - ) Acești oameni au avut o abordare diferită a problemei Ei au considerat geometria în care axioma lui Playfair este înlocuită cu o altă axiomă În acest caz, sunt posibile trei cazuri: printr-un punct dat și situat în afara unei linii date /, este posibil să se tragă mai mult de o dreaptă paralelă cu /, exact o dreaptă paralelă cu / și nici o singură dreaptă paralelă cu I nu poate fi desenat Rezultă că aceste trei situații sunt echivalente, respectiv, cu ipoteza unghiului ascuțit, ipoteza unghiului drept și ipoteza unghiului obtuz Al treilea caz poate fi exclus cu ușurință presupunând, ca și înainte, că linia dreaptă are o lungime infinită Bănuind că prima ipoteză a permis construirea unei geometrii consistente, fiecare dintre cei trei matematicieni a obținut în mod independent numeroasele consecințe geometrice și trigonometrice la care duce acceptarea ipotezei unghiului acut Gauss, temându-se de criticile celor ignoranți și semiignornți, în timpul vieții sale s-a abținut de la a-și publica cercetările despre geometria non-euclidiană Din păcate, a fost rezervat cu privire la muncă Bolyai (care chiar avea nevoie de laudele șefului recunoscut al matematicienilor!), cu care Gauss a fost prezentat de tatăl său Janos Bolyai Farkas, care studiase cândva cu el la Göttingen Gauss a remarcat că, lăudându-l pe tânărul Bolyai, s-ar fi lăudat pe sine, întrucât el, Gauss, a descoperit chiar mai devreme independența Postulatului ! Este stabilit că Gauss a fost de fapt primul care a descoperit posibilitatea existenței unei geometrii non-euclidiene consistente, dar Bolyai și Lobachevsky, care și-au publicat lucrările cam în aceeași perioadă, în anii treizeci ai secolului trecut, împărtășesc pe bună dreptate gloria de a submina o eroare care a durat mai bine de două mii de ani* De ce marele Gauss s-a simțit îngrijorat de publicarea descoperirilor sale? Immanuel Kant ( - ) a proclamat că nu poate exista altă geometrie decât euclidiană și că, deși conținutul său este a posteriori în raport cu percepția senzorială, formele sale sunt determinate de categorii a priori ale rațiunii Kant a fost foarte influent și, așa cum arată istoria științei, obsesiile devin destul de obsesive Nu cu mult timp în urmă, un filozof de la Oxford, care și-a câștigat faima generală pentru aderarea sa la idei și concepte iremediabil depășite, era furios de fiecare dată când un student ia întâmplat să menționeze neplăcut posibilitatea de a construi geometrii non-euclidiene** Să încercăm să ne dăm seama cum majoritatea oamenilor pot fi convinși că geometriile non-euclidiene există cu adevărat Să construim un model de geometrie non-euclidiană Acesta este un univers în miniatură în care, cu definiții alese corect ale punctelor, dreptelor, unghiurilor etc , primele de propoziții ale lui Euclid sunt îndeplinite, dar axioma paralelelor este respinsă Nu putem intra în toate detaliile, dar vom încerca să arătăm că modelul nostru este consistent, adică lipsit de contradicții interne, dacă geometria euclidiană obișnuită este consecventă; nu pretindem mai mult aici Universul nostru va servi ca interior al cercului (Fig ), puncte - puncte obișnuite - în interiorul cercului, * Prima publicație a lui N I Lobachevsky pe acest subiect datează din ; Ya 'Boyai și-a publicat lucrarea principală (și singura) trei ani mai târziu - în v - Aprox ed ** Boyai Sr , într-o scrisoare scrisă în , l-a avertizat pe fiul său împotriva entuziasmului excesiv pentru postulatul paralelelor „Gândul la această problemă ar trebui să te inspire același dezgust ca și gândul la intimitate cu o prostituată; te va lipsi de timp liber, sănătate, liniște și îți va lua toată fericirea vieții dar liniile noastre drepte vor fi arce de cerc situate în interiorul cercului și care vor intersecta cercul limită în unghi drept Fie ® interiorul cercului și ® cercul care mărginește universul nostru în miniatură Primul lucru la care ați putea obiecta este că liniile noastre drepte nu sunt chiar linii drepte La aceasta răspundem că Euclid a folosit o singură proprietate a liniilor și anume aceea prin oricare două puncte necoincidente P și Q, poate fi trasată o singură linie dreaptă Dar prin oricare două puncte necoincidente P și Q ' în interiorul ω este posibil să se deseneze un singur cerc ortogonal cu cercul ω (intersectând ω în unghi drept) (Demonstrarea acestei teoreme necesită anumite cunoștințe despre geometria cercurilor și ne limităm la următoarea remarcă Fie O centrul cercului ω, iar P' un punct de pe dreapta OP pentru care produsul OP- OP' este egal cu pătratul razei cercului ω Atunci cercul, care trece prin punctele P, P' și Q este singurul dintre cercurile care trec prin punctele P și P' care este ortogonal cu cerc ω Din această teoremă rezultă că, dacă două dintre cercurile noastre ortogonale se intersectează în interiorul ω în punctul P, atunci ele se intersectează în afara ω în punctul P' În consecință, „liniile” noastre se intersectează în cel mult un punct, deoarece punctele situate în afara ω nu există pentru noi ) Cum definim paralelele în universul nostru? Desigur, ca linii drepte care nu se intersectează, indiferent cât de mult sunt continuate (nu trebuie să uităm că ne interesează doar arce de cerc care se află în interiorul ω) Luați în considerare una dintre noile noastre linii drepte / din fig și un punct P* care nu se află pe / Este ușor de observat că prin punctul P* se pot trasa infinit de drepte care nu se intersectează cu dreapta aleasă Z Totodată, se pot trasa doar două drepte care se intersectează / (și deci ating /) la punctele de intersecție a lui I cu ω Numai aceste drepte vor fi numite paralele cu dreapta I Astfel, obținem o geometrie în care axioma Playfair este înlocuită cu următoarea axiomă: prin orice punct P* care nu se află pe dreapta / se pot trasa două drepte paralele cu dreapta I * Toate primele de propoziții ale lui Euclid - teoremele geometriei absolute - rămân valabile pentru Universul nostru, dar întrucât postulatul nu este îndeplinit în el, toate teoremele lui Euclid care depind de acest postulat diferă de teoremele corespunzătoare * Rețineți că în acest caz folosim definiția paralelismului venită de la Lobaciovski, care este diferită de cea euclidiană!— Notă ed geometria noastră non-euclidiană Până acum nu am avut ocazia să menționăm unghiuri Să spunem acum că unghiurile din Q sunt unghiurile euclidiene obișnuite, doar unghiurile dintre cercuri, nu dintre linii Dacă două arce de cerc situate în x se intersectează în punctul P, atunci unghiul dintre ele este considerat egal cu unghiul euclidian dintre tangentele la aceste cercuri desenate în punctul P Suma unghiurilor unui triunghi din Y este întotdeauna mai mică de două unghiuri drepte Reamintim că în geometria euclidiană suma unghiurilor unui triunghi este întotdeauna egală cu două unghiuri drepte, dar această teoremă este echivalentă cu postulatul Triunghiuri similare (adică triunghiuri cu unghiuri egale corespunzător) în J sunt congruente Dar ar trebui să fie imediat clar că acest lucru nu înseamnă că un triunghi poate fi suprapus peste altul Mișcările (păstrând distanța dintre oricare două puncte) ale geometriei euclidiene au analogiile lor în „geometria regiunii d”, dar o explicație a acestei circumstanțe ne-ar îndepărta prea mult de subiectul principal Ne limităm la observația că în interiorul q este posibilă introducerea unei distanțe între puncte, iar după aceea granița cu universul q devine la fel de neatinsă pentru locuitorii săi, oricât de repede s-ar strădui ei pentru aceasta, la fel cum infinitul este de neatins pentru noi în Universul nostru Modelul de geometrie non-euclidiană descris de noi, care este în concordanță cu ipoteza unghiului acut, a fost inventat de marele matematician francez Poincaré El a postulat, de asemenea, condițiile fizice din acest univers în miniatură, forțându-i pe locuitorii săi să schimbe lungimea pasului pe măsură ce se apropie de co, astfel încât calea cea mai scurtă de la punctul P la punctul Q să coincidă cu dreapta noastră non-euclidiană care trece prin punctele P și Q , iar când punctul Q se grăbește spre limita w, lungimea segmentului PQ crește la nesfârșit Pentru locuitorii universului Y, geometria lumii lor pare la fel de naturală și necesară ca geometria euclidiană pentru Kant Puncare trebuie să fi cunoscut bine următoarele replici din Hamlet: "Oh, Doamne! Închide-mă pe scurt și mă voi simți stăpânul infinitului De nu ar fi fost visele mele urâte!” Desigur, există și alte modele de geometrii non-euclidiene Poate că cititorul a trebuit vreodată să se gândească la suprafața unei sfere Identificăm puncte (P, Q) de pe suprafața sferei dacă segmentul de linie care le leagă trece prin centrul sferei O (Fig ) Aceasta înseamnă că un punct din noua noastră geometrie este două puncte euclidiene diametral opuse de pe suprafața sferei, iar o linie dreaptă, prin definiție, este considerată a fi un arc de cerc mare decupat pe suprafața sferei de o plan care trece prin centrul O Prin oricare două puncte necoincidente de pe suprafața sferei trece o singură linie dreaptă (aceasta cu greu se datorează teoremei că prin oricare trei puncte euclidiene care nu se află pe o singură dreaptă, se poate desena un plan și, în plus, , unul singur) Două linii diferite din noua geometrie se intersectează întotdeauna și lor intersecția poate fi doar un punct (acest lucru rezultă din faptul că două plane care trec prin centrul sferei O se intersectează întotdeauna de-a lungul unei drepte care trece prin O, iar linia lor de intersecție „străpunge” sfera la două puncte euclidiene diametral opuse puncte, adică într-un punct al noii geometrii) În consecință, în această geometrie, printr-un punct dat, este imposibil să se tragă o singură dreaptă paralelă cu o dreaptă dată, deci geometria unei sfere cu puncte identificate diametral opuse corespunde ipotezei unghiului obtuz Dacă vorbim despre latura pur tehnică a problemei, atunci în tot ce s-a spus mai sus despre geometria non-euclidiană nu există nimic pe care Dürer, Leonardo da Vinci sau Saccheri să nu înțeleagă Dar o interpretare extinsă a conceptelor de punct și linie ar fi foarte neobișnuită pentru ei Am menționat deja definiția curioasă a unui punct dată de Euclid: un punct este acela care nu are părți Potrivit lui Proclus, pitagoreicii au definit un punct ca o monada care are poziție Ajunși la geometria analitică (Capitolul ), vom defini un punct din plan ca o pereche ordonată de numere (p, q), dar în acest sens, desigur, este necesar să știm ce se înțelege prin numere În geometria modernă, începem cu un set de obiecte nedefinite, numite puncte, și unele submulțimi ale acestor puncte, numite linii Spunem că un punct se află pe o dreaptă sau este incident cu o dreaptă, dacă punctul este un element al submulțimii care definește linia Facem pasul următor adăugând axiome corespunzătoare tipului de geometrie care ne interesează Adevărat, însuși conceptul de set ascunde și dificultăți considerabile Pentru cititorii interesați, ne referim din nou la The Fine Art of Mathematics, În cea mai recentă carte despre fundamentele matematicii, profesorul Karl Menger evidențiază o abordare axiomatică care permite, într-un anumit stadiu de dezvoltare, reînviarea celebrei definiții a lui Euclid: un punct este acela care nu are părți! Am menționat în repetate rânduri: Proclus, iar acum să vorbim mai detaliat despre el Comentariul său asupra primei cărți a Elementelor lui Euclid este un manual scris în secolul al V-lea î Hr și o lucrare complementară, care până atunci ajunsese la vârsta de șapte sute de ani Nefiind un matematician creativ, Proclus și-a câștigat faima ca critic perspicace și informat, remarcat prin o erudiție extraordinară Mintea lui a păstrat realizările acumulate peste o mie de ani de dezvoltare a matematicii Trăind la sfârșitul perioadei elene, Proclu a putut evalua realizările predecesorilor săi cu un calm olimpic A fost un susținător ferm al lui Platon, iar această împrejurare se resimte clar în comentariile sale Proclu a scris într-o perioadă în care creștinismul devenise deja religia oficială a Imperiului Roman, dar atitudinea față de credințele păgâne era încă tolerantă Cultul păgân a fost interzis, dar Proclus, la fel ca majoritatea filosofilor atenieni, a păstrat atașamentul față de credința antică, a respectat zilele sfinte ale egiptenilor și grecilor și a studiat cu sârguință mitologia și cultele religioase antice * Proclus a predat la celebra Academie Platonica, care a continuat sa existe din donatii voluntare si la opt secole dupa moartea fondatorului ei Aș da multe ca să aflu dacă motto-ul „Să nu intre aici pe nimeni care nu cunoaște geometria!”, sculptat peste intrare în vremea lui Platon, a supraviețuit până atunci Proclus avea, fără îndoială, o înțelegere foarte aprofundată a geometriei Avea o energie extraordinară Pe lângă cinci sau șase clase, ținând alte întâlniri academice și săvârșind ritualuri religioase, a reușit să scrie cel puțin șapte sute de rânduri pe zi! „Comentariul” la Euclid, se pare, este un fel de ajutor didactic Oferă îndrumări studenților cu privire la ceea ce trebuie să aibă în vedere în diverse servicii private * Referințele de mai jos sunt la Morrow Glen R (Ed ) Comentariul lui Produs asupra primei cărți a elementelor lui Euclid - Princeton University Press, Prefață, p VII ceaiuri date în propunerile lui Euclid Prezentarea și raționamentul matematic sunt adesea întrerupte de digresiuni pe teme de moralitate sau semnificația metafizică a teoremei, valoarea acesteia pentru instruirea minții în chestiuni care nu țin de domeniul matematicii Această atitudine profund religioasă este o parte integrantă a metafizicii lui Proclu, ca, într-adevăr, a tuturor metafizicii neoplatoniste Proclu îl consideră pe Euclid un membru al străvechii școli platonice și vede cel mai înalt obiectiv al „Începuturilor” în construirea a cinci elemente cosmice, cinci corpuri regulate, care joacă un rol atât de important în Timeu de Platon (vezi cap )* Într-adevăr, „Începuturile” se termină cu teoria a cinci solide platonice obișnuite, dar majoritatea „Începuturilor” nu au nimic de-a face cu corpurile obișnuite Proclus, fiind un bun comentator, explică și sensul termenului „începuturi”, sau „elemente”, ales de Euclid ca titlu al întregii lucrări Desigur, înseamnă începutul începuturilor, dar în zilele noastre nu toată lumea pune acest sens în cuvântul „elementar” În urmă cu câțiva ani, un profesor de latină (nici mai mult, nici mai puțin!) m-a informat că cartea pe care am scris-o nu poate fi numită studiu și inclusă în lista lucrărilor științifice, deoarece prefața spunea: „Tot materialul de cartea este prezentată la nivel elementar”! Oricine a fost nevoit să deschidă măcar o dată în viață o carte de matematică știe că prima pagină poate fi destul de înțeleasă, abordarea este elementară, dar asta nu împiedică cartea să conțină multe rezultate noi, adică să fie un studiu adevarat! Celebra frază a lui Sherlock Holmes: „Dar asta este elementar, dragă Watson!” în acest context transmite cu acuratețe esența problemei Holmes începe investigarea oricărui caz de la început - cu fapte care au scăpat atenției gloriosului Dr Watson, * Într-o formă mai ascuțită, același punct de vedere a fost exprimat de celebrul matematician englez W d'Arcy Thomson, care spunea că „Principia” este un eseu despre poliedre regulate, oarecum extins în volum, deoarece autorul a considerat că este necesar pentru a prefata subiectul principal cu o prezentare a tuturor elementelor necesare pentru înțelegerea informațiilor — Notă, ed iar apoi un lanț de deducții strălucite îl conduce pe celebrul detectiv la o concluzie care lovește imaginația doctorului Dar să revenim la Proclus El critică multe aspecte ale Elementelor lui Euclid, care provoacă și critici din partea noastră Definiția euclidiană a unghiului plan ca înclinația una față de cealaltă a două drepte care se întâlnesc într-un plan, dar nu situate de-a lungul (unui) drepte, potrivit lui Proclu, traduce unghiul în categoria relațiilor, ceea ce ridică obiecții Depășim această dificultate prin definirea unghiului prin intermediul a trei puncte ordonate A, t, B, dintre care A și O, precum și B și O, sunt distincte perechi Numim punctul O vârful unghiului și acceptăm axioma că unghiul poate fi măsurat Postulatul al lui Euclid (toate unghiurile drepte sunt egale între ele), notează Proclus, stabilește o anumită proprietate internă a unghiurilor drepte și, prin urmare, nu poate fi nici o axiomă în sensul lui Geminos, nici o teoremă în sensul lui Aristotel Proclus discută în detaliu diferențele dintre axiome, definiții și postulate, dar suntem forțați să omitem considerațiile sale Este interesant de observat că în lucrarea sa despre fundamentele geometriei euclidiene, Hilbert demonstrează că toate unghiurile drepte sunt egale, confirmând astfel opinia lui Aristotel Am menționat deja atenția pe care Proclu a acordat-o Postulului Proclus dedică mult spațiu studiului său, crezând, împreună cu Ptolemeu (a cărui dovadă a găsit erori), că postulatul paralelelor poate fi dedus din alte postulate Rolul infinitului și conceptele de divizibilitate infinită au fost discutate pe larg în matematică, iar Proclus atrage constant atenția cititorilor săi asupra diferențelor de puncte de vedere ale autorilor celebri, asupra dovezilor diferite de cele date de Euclid, asupra criticii alegerea dovezilor sau succesiunea acestora Consideră Proclus și probleme care sunt încă de o importanță capitală pentru filosofia matematicii: natura obiectelor cercetării matematice^ vaniya-, natura și admisibilitatea metodelor investigate matematicienii în studiul acestor obiecte Comentariul lui Proclu, spune Morrow, autorul excelentei traduceri engleze pe care am folosit-o, este singurul tratat sistematic care a supraviețuit din antichitate care se ocupă de astfel de chestiuni Să încercăm acum să transmitem cititorului originalitatea unică a părților individuale ale comentariului lui Proclu În ceea ce privește definiția „un punct este ceea ce nu are părți”, Proclus remarcă: „Ne-am extins de mult timp asupra acestor subiecte, dorind să arătăm că punctele și limitele în ansamblu au putere în cosmos și că sunt de o importanță capitală în Univers, deoarece au o asemănare cu prima cauză care guvernează totul Referitor la definirea cercului, Proclus spune: „Primul, cel mai simplu și cel mai perfect dintre figurile sunt un cerc Dacă împărțim Universul în cer și lumea muritorilor, atunci formele circulare ar trebui atribuite cerului, iar liniile drepte - lumii muritorilor " Și mai departe: „Pitagoreicii susțin că triunghiul este sursa primară a nașterii și creării diferitelor tipuri de lucruri trecătoare ^ Pitagoreicii cred că pătratul, într-o măsură mai mare decât orice altă figură cu patru laturi, poartă imaginea naturii divine Aceasta este figura lor preferată, simbolizând demnitatea ridicată, deoarece dreptatea colțurilor transmite integritate, iar calitatea laturilor este capabilă să reziste forței Avem diferite sentimente pentru pătrate, dar un lucru este clar: ne-am pierdut capacitatea de a admira natura formelor geometrice simple, am suferit evident o pierdere gravă Cu toate acestea, s-ar putea ca învățăturile neo-pitagoreice să fie încă răspândite în cultura generațiilor viitoare Exerciții I Acceptând postulatul că prin oricare două puncte necoincidente P și Q se poate trasa o dreaptă și numai una, demonstrați următoarea teoremă: oricare două puncte necoincidente Q liniile se intersectează cel mult într-un punct (Indicație Folosiți dovezi prin contradicție ) Demonstrați că două triunghiuri ABC și A'B'C' nu trebuie să fie congruente dacă AB = A'B', AC = D'C' și Z ABC = ZA'B'C' (Acest lucru indică faptul că în semnul congruenței triunghiurilor „pe două laturi și un unghi”, unghiul trebuie în mod necesar să fie închis între laturile date După ce a plasat un picior al busolei în punctul A, iar celălalt în punctul B, rețineți că, cu excepția cazului în care unghiul ACB este drept, pe latura BC există un punct C' #= C, pentru care este valabilă egalitatea AC = AC' ) Sunt trasate drepte ABC și DEF astfel încât unghiul ABE să fie egal cu unghiul BEF Demonstrați că liniile ABC și DEF sunt paralele [Acesta este Euclid, Propoziția : dacă o dreaptă care cade pe două drepte formează unghiuri transversale egale între ele, atunci liniile vor fi paralele între ele Să presupunem că liniile ABC și DEF se intersectează și că teorema unghiului exterior al triunghiului este valabilă (unghiul exterior al unui triunghi este mai mare decât orice unghi interior care nu este adiacent acestuia) Ca urmare, vei ajunge la o contradicție Prin urmare ] Demonstrați că dacă dreptele ABC și DEF sunt paralele, atunci unghiurile ABE și BEF sunt egale [Acesta este Euclid, Propoziția : o dreaptă care cade pe linii paralele formează unghiuri transversale egale între ele și un unghi extern egal cu unul intern opus pe aceeași parte și unghiuri interne unilaterale (împreună) egale cu două unghiuri drepte Deoarece un unghi drept ale cărui ambele laturi se află pe aceeași linie este egal cu două unghiuri drepte, afirmația alternativă este că unghiurile CBE și BEF se însumează la două unghiuri drepte Să presupunem că nu este cazul și să folosiți postulatul Dacă suma unghiurilor este mai mică de două drepte, atunci liniile ABC și DEF se intersectează pe aceeași parte a BE atunci când sunt continuate Dacă suma unghiurilor este mai mare de două drepte, atunci liniile ABC și DEF se intersectează pe cealaltă parte a BE atunci când sunt continuate Contradicţie! Prin urmare ] Acceptând postulatul sub forma axiomei Playfair, demonstrați că suma unghiurilor triunghiului ABC este egală cu două unghiuri drepte (Indicație Desenați prin vârful B singura dreaptă BD paralelă cu dreapta CA și folosiți teoremele deja dovedite despre unghiurile formate de o dreaptă care intersectează drepte paralele ) Demonstrați că teorema din exercițiul este echivalentă cu teorema unghiului exterior al triunghiului (unghiul exterior la vârful B al triunghiului ABC este egal cu suma a două unghiuri interioare BCA și CAB opuse vârfului B) Comparați această teoremă cu teorema de geometrie absolută discutată în exercițiul Echivalența axiomei Playfair cu postulatul al lui Euclid va fi dovedită dacă puteți demonstra că postul este valabil ori de câte ori este valabilă axioma Playfair și, invers, axioma Playfair este valabilă oricând dvs Este îndeplinit postulatul Cât de departe poți merge în demonstrarea fiecăreia dintre aceste două afirmații? Fie P un punct pe un cerc cu centrul O și PQ o dreaptă care trece prin punctul P și nu are alte puncte comune cu cercul (o astfel de dreaptă se numește tangentă la cerc în punctul P) Demonstrați că unghiul OPQ este un unghi drept (Demonstrați că dacă unghiul OPQ nu este un unghi drept, atunci există un punct R =/= P pe dreapta PQ pentru care Z ORP = Z OPQ Prin urmare, și punctul R aparține cercului O contradicție !) Fie A, B, C puncte dintr-un cerc cu centrul O Conectați-le cu segmente de dreaptă cu centrul O Marcați unghiuri egale în triunghiuri isoscele ACO (OC - OA) și BCO (OC = OB) și folosiți exercițiul pentru demonstrați relația ^AOB - ZACB, în virtutea căreia unghiul ACB rămâne constant atunci când punctul C se mișcă de-a lungul fiecăruia dintre cele două arce, ale căror capete sunt punctele A și B, Alegând un punct C pe unul dintre aceste arce și un punct C' pe celălalt, dovediți că suma unghiurilor ACB și AC'B este egală cu două unghiuri drepte Capitolul Geometria analitică a lui Descartes și geometria proiectivă Deși nu am acordat prea multă importanță acestui lucru, totuși, geometria greacă, cu toată puterea neîndoielnică a metodelor sale, a trebuit să ia în considerare separat toate cazurile speciale posibile ale fiecărei teoreme înainte ca teorema să fie considerată complet dovedită O simplificare enormă a fost realizată prin introducerea unor mărimi cu semn care iau valori pozitive sau negative, iar metoda coordonatelor dezvoltată de René Descartes în a schimbat fața geometriei pentru totdeauna Esența a ceea ce a făcut Descartes este următoarea Poziția unui punct pe plan se determină prin setarea distanțelor de la acest punct la două drepte fixe care trec în unghi drept una față de alta printr-un anumit punct O Aceste drepte se numesc axe de coordonate, iar punctul O este originea Spunem că un punct P are coordonate (x, y) dacă distanța de la punctul P la axa Oy este x, iar distanța de la punctul P la axa Ox este y (Fig ) Numerele x sunt alese negative dacă punctul P se află în al doilea sau al treilea trimestru, iar numerele y sunt considerate negative dacă punctul P se află în al treilea sau al patrulea trimestru Pe fig prezintă toate cele patru combinații posibile de semne corespunzătoare fiecărui sferturi de plan Dacă un punct P se mișcă de-a lungul unei curbe, atunci coordonatele lui x și y sunt legate printr-un anumit raport Această relație se numește ecuația curbei De exemplu, dacă punctul P se deplasează de-a lungul liniei drepte prezentate în Fig , atunci relația luată în considerare are forma x + «/- = și spunem că x C-i/- = este ecuația dreptei noastre Un punct (x, y) aparține unei curbe date dacă și numai dacă este P(x,y) Orez coordonatele x și y satisfac ecuația curbei (în exemplul luat în considerare, ecuația x + y- = Distanța dintre două puncte P = (x, y) și P' = (%', y') conform la teorema lui Pitagora este dată de formula (PP') = (x-x') + (y-/) Răsfoind orice carte despre geometria analitică (cum este numită în mod obișnuit această știință), cititorul va găsi o cantitate aproape inepuizabilă de teoreme care pot fi dovedite prin metode propuse mai întâi de Descartes, pentru care studiul geometriei a fost mai mult sau mai puțin secundar Principalele interese ale lui Descartes constau în domeniul filosofiei Desigur, pentru a obține rezultatele sale de anvergură, Descartes a folosit unele dintre teoremele lui Euclid Una dintre scrisorile lui Descartes către Prințesa Elisabeta a Palatinatului, cu care a menținut o corespondență pe teme matematice și filozofice, conține următoarea mărturisire: „ Eu nu folosesc alte teoreme, în afară de acestea; în care se precizează că părţile la astfel de triunghiurile sunt proporționale și că într-un triunghi dreptunghic pătratul ipotenuzei este egal cu suma pătratelor catetelor Fără ezitare, introduc câteva necunoscute pentru a reduce problema la o formă în care să depindă doar de aceste două teoreme Desigur, Descartes nu ignoră secțiunile conice și, din moment ce folosește algebra, teoria ecuațiilor Fără Descartes, matematica modernă nu ar fi posibilă Dar și astăzi se pot auzi dispute despre dacă metodele geometriei pure (sau sintetice) nu ar trebui să fie preferate metodelor geometriei analitice Geometrilor le pasă de eleganța dovezilor Unele dovezi care folosesc coordonate sunt lungi și greoaie, în timp ce dovada sintetică care le înlocuiește este scurtă Dar un geometru adevărat încearcă să înțeleagă ambele abordări ale rezolvării unei probleme, iar soluția obținută printr-o metodă face adesea mai ușor de înțeles soluția obținută printr-o altă metodă Prezentăm doar ecuațiile unor curbe pe care le-am întâlnit mai devreme: cercuri și trei tipuri de secțiuni conice Ecuația unui cerc centrat la origine ( , ) și cu raza r are forma x + y - r = Dacă centrul cercului este în punctul (p, p), atunci ecuația sa este scrisă oarecum diferit: (x-p) + (r/- B*' Metoda noastră ne permite să afirmăm că polara punctului U conține punctul de intersecție al dreptelor A*B*’ și L*’B*, adică linii drepte AA’ și BB’, iar acesta este punctul V O altă metodă de construcție, bazată pe utilizarea unei teoreme inverse cu teorema lui Desargues, este conturată în exerciții Importanța geometriei proiective și euclidiene în construcții a fost întotdeauna evidentă, iar mulți geometri francezi proeminenți purtau uniforme militare Chiar și Napoleon are mai multe teoreme care îi poartă numele Girard Desargue, nefiind ofițer de armată, a luat parte activ la construcția fortificațiilor cetății La Rochelle În , Descartes l-a vizitat și a inspectat cetatea Din păcate, va trebui să lăsăm fără dovezi afirmația că teoria proiectivă include geometria euclidiană, deoarece altfel am avea nevoie de concepte noi precum numere complexe, raport dublu etc Poncelet susține că toate cercurile planului intersectează linia la infinitul planului în aceeași pereche de puncte complexe Este obișnuit să desemnăm aceste puncte cu „inițialele” / și J și să numim cu respect numele întregi Isaac și Iacov (Isaac și Iacov) Atunci Laguerre, în anii săi de școală, a demonstrat că, cunoscând două puncte I și J, este posibil să se determine unghiul euclidian dintre drepte Acest lucru a deschis calea pentru a demonstra afirmația că geometria euclidiană se obține din geometria proiectivă prin fixarea unei perechi „speciale” de puncte (conjugate complexe) I și J pe planul proiectiv În sfârșit, ar trebui spus câteva cuvinte despre direcția în care a avut loc dezvoltarea ulterioară a geometriei S-a dovedit că elementele unei mulțimi nedefinibile pot fi numite puncte, iar anumite submulțimi ale acestei mulțimi universale pot fi numite drepte (Universalitatea în acest caz înseamnă că nu luăm în considerare nimic în afara acestei mulțimi ) Spunem că un punct P este incident unei drepte / dacă punctul P aparține submulțimii care definește dreapta I Dacă „noile” puncte și linii satisfac unele axiome, atunci obținem o structură numită geometrie și putem aplica concluziile inferenței noastre oricărui set de obiecte care, cu interpretarea corectă a termenilor punct, linie și incidență, satisface axiomele acceptate Acesta este un ecou foarte îndepărtat al ideilor lui Euclid Luați în considerare următoarea problemă Se joacă un meci de tenis între cele două echipe Fiecare jucător se confruntă cu unul sau mai mulți adversari - membri ai celeilalte echipe Se știe că: ) oricare doi membri ai unei echipe au exact un adversar comun din cealaltă echipă; ) nici doi membri ai unei echipe nu se întâlnesc cu toți jucătorii celeilalte echipe Demonstrați că doi jucători care nu se întâlnesc într-un meci au același număr de adversari Deduceți de aici că oricare doi jucători, indiferent dacă sunt în aceeași echipă sau în echipe diferite, au același număr de adversari Această problemă poate fi considerată geometrică dacă membrii unei echipe sunt numiți puncte, iar adversarii lor din cealaltă echipă sunt numiți linii Spunem că un punct este incident unei linii dacă doi jucători se întâlnesc Aceasta este o extensie suplimentară a definiției generalizate de mai sus a geometriei, în care toate obiectele aparțin aceluiași set Este ușor de observat că ambele axiome ale noastre fundamentale ale geometriei proiective pe plan decurg din condiția : două puncte diferite definesc o linie și, în plus, doar una, la care ambele sunt incidente; două linii distincte definesc un punct și, în plus, doar unul, față de care ambele sunt incidente Condiția pentru un meci de tenis duce la existența a cel puțin patru puncte, dintre care trei nu se află pe aceeași linie! Din această proprietate suplimentară a punctelor și dreptelor, precum și din două axiome fundamentale, rezultă că punctele și liniile satisfac toate cerințele așa-numitei geometrii proiective abstracte și problema pusă are o soluție Raționamentul care ne-a condus la această concluzie cu greu poate fi numit simplu În plus, din desene, în care ceea ce se cere să fie dovedit în prealabil, sau poate conține o eroare, nu trebuie extrase informații în timpul probei Poate că cititorul va putea rezolva această problemă prin alte metode Exerciții În teorema lui Pappus, vorbim despre mulțimi care conțin fiecare trei puncte diferite, care aparțin a două drepte diferite Teorema duală se ocupă de mulțimi care conțin trei drepte diferite care trec prin două puncte diferite Formulați teorema duală și verificați afirmația ei pe desen (Cu ceva ingeniozitate, veți găsi în configurația duală două linii, fiecare dintre ele conține trei puncte diferite, iar prin aplicarea teoremei lui Pappag puteți demonstra teorema duală ) Să presupunem că doriți să demonstrați o teoremă inversă cu teorema lui Desargues și că din fig Cele de puncte L, M și N se află pe o linie ld „Este necesar să se demonstreze că liniile AA”, BB” și CC” trec printr-un punct Aplicați teorema lui Desargues triunghiurilor AMA' și BLB', (Drintele LP și A'B' care leagă vârfurile lor respective trec prin punctul N, deci se aplică teorema lui Desargues ) Vă va ajuta să demonstrați că 'l ss' trec printr-unul punct După ce au ales cinci puncte A, B, C, A’ și B’, folosiți teorema lui Pascal pentru a găsi punctul în care linia trasată prin punctul B se intersectează din nou cu secțiunea conică care trece prin cele cinci puncte (Veți avea nevoie de teorema lui Pascal pentru a găsi punctul C’ Variind poziția primei care trece prin punctul B, puteți construi orice număr de puncte ale unei secțiuni conice folosind o riglă fără diviziuni ) Rezolvați problema de construcție dată la pagina h folosind teorema lui Desargues, trasați o dreaptă prin punctul V și un punct de intersecție inaccesibil al dreptelor I etc [Indicație Construiți un triunghi VAB cu vârful A pe linia și vârful B pe dreapta m Fie LMN orice dreaptă potrivită care intersectează latura AB în punctul L, co partea VB la punct și cu latura VA la N Construiți un triunghi V'A'B' cu vârful A' pe dreapta /, latura A'V' care trece prin punctul Nt, vârful B pe dreapta m, dreapta A't care trece prin vârful B' ( această condiție determină vârful B') și, în final, latura B'V' care trece prin punctul M (prin urmare vârful V' este definit ca punctul de intersecție al dreptelor A'N și B'M) Triunghiurile VAB și V'A'B' îndeplinesc toate condițiile teoremei inverse teoremei lui Desargues, prin urmare dreptele VV't AA' și BB' trec printr-un punct Dar acesta este punctul de intersecție al dreptelor I etc ] Există puncte și linii pe configurația la care se face referire în teorema lui Desargues (Fig ) Fiecare linie conține puncte, iar prin fiecare punct trec linii Triunghiurile LBC și A'B'C' sunt în perspectivă din punctul V, centrul perspectivei, iar linia dreaptă LMN este axa perspectivei Demonstrați că oricare dintre cele puncte de configurare poate fi ales ca centru de perspectivă, iar dintre cele puncte rămase vor fi vârfurile a două triunghiuri care sunt în perspectivă față de punctul ales, iar axa perspectivei este formată din (desigur , coliniare) puncte de configurare De exemplu, dacă punctul N este ales ca centru al perspectivei, atunci triunghiurile BLB' și AMA' sunt în perspectivă, iar linia C'VC servește ca axă a perspectivei Reproduce configurația la mărire de x pe o foaie de hârtie și desenează cu creioane multicolore o pereche de triunghiuri în perspectivă din diferite centre Sperăm că îți va plăcea ornamentul pe care îl primești” Capitolul Curbe Curbele au o istorie bogată, iar acest capitol este dedicat unora dintre ele Ne vom ocupa mai întâi de cercuri, apoi vom trece la secțiuni conice și de acolo la o scurtă (neapărat) prezentare generală a acestor creații grațioase ale minții umane Liniile drepte și cercuri (sau aproximări rezonabile ale acestora) se găsesc în natură Același lucru este valabil și în cazul spiralelor, așa cum vom vedea la sfârșitul acestui capitol Dacă sferele au fost deja create, atunci umbrele aruncate de acestea au contururile secțiunilor conice și, prin urmare, doctrina secțiunilor conice poate fi considerată destul de naturală Dar grecii antici au inventat alte tipuri de curbe Să începem cu un cerc Este pe primul loc deoarece definiția sa matematică este deosebit de simplă În timp ce enumerăm câteva dintre proprietățile cercului, vom pregăti în același timp metode care se vor dovedi utile atunci când luăm în considerare alte curbe Dacă O este centrul unui cerc dat, P este un punct pe acesta, atunci linia care trece prin punctul P în unghi drept cu raza OP nu intersectează cercul în niciun alt punct, se numește tangentă la cerc în punctul P (Fig ) Să ne dovedim afirmația prin contradicție; Să presupunem că această dreaptă intersectează cercul într-un anumit punct Q = #A Deoarece OP este OQ, unghiurile OPQ și OQP sunt egale și, deoarece unghiul OPQ este prin presupunerea unei drepte, atunci unghiul OQP este de asemenea un unghi drept Dar suma unghiurilor triunghiului OPQ este egală cu două unghiuri drepte, deci unghiul PQQ- poate fi doar egal cu zero În consecință, presupunerea că linia dreaptă intersectează cercul în punctul Q = d = A trebuie abandonată (În exercițiul din capitolul , cititorului i s-a oferit ocazia să demonstreze teorema inversă ) Cercul este singura curbă pentru care tangenta în orice punct P este perpendiculară pe segmentul OP, unde O este un punct fix Pentru a extinde conceptul de tangentă la alte curbe în afară de cerc, alegem un punct P' lângă un punct P de pe cerc și considerăm o coardă, adică o dreaptă PP' Când punctul P' se deplasează de-a lungul cercului până la punctul P, coarda PP' își schimbă poziția și în limită devine tangentă la cerc în punctul P Ta- •-unu O definiție mai generală a unei tangente ne permite, pentru majoritatea curbelor*, să vorbim despre o tangentă trasată la curbă într-un punct dat P A trebuit deja să folosim una sau două teoreme de cerc Am conturat cursul general al demonstrației acestor teoreme în exerciții Deoarece aceste teoreme sunt destul de remarcabile în multe privințe, le vom demonstra din nou cu exemple Dacă P și P' sunt două puncte distincte pe un cerc centrat pe O, atunci există două arce de cerc ale căror capete sunt punctele P și P' (Fig ) Dacă R este un punct care se mișcă de-a lungul unuia dintre aceste arce, atunci unghiul POP' este de două ori unghiul PRP' și, prin urmare, unghiul PRP' rămâne constant până când punctul R trece la alt arc Dacă punctul R se mișcă de-a lungul unui alt arc, atunci unghiul PRP’ rămâne constant și suma unghiurilor PRP’ și PR’P’ este întotdeauna egală cu două drepte Desigur, există multe alte teoreme despre cercuri Unele dintre ele se găsesc încă în Euclid, altele sunt de origine relativ recentă Unii matematicieni (inclusiv autorul) au dedicat cercurilor cărți întregi, dar ne vom limita doar la acele teoreme pe care am reușit să le cităm Rețineți că dacă două tangente sunt trase la cerc în punctele P și P', care se intersectează în punctul T (Fig ), atunci, ținând punctul P în loc și forțând punctul* F* să se deplaseze* într-un cerc* spre punctul P, vom vedea; că punctul * T se grăbește către punctul P - un punct comun, o tangentă fixă și o linie circumferențială Această proprietate este deținută de tangentele la toate curbele*, cu care* se datorează* toate pennacomptusele a trata curbele ca* plicuri de tangente* Probabil, cel mai simplu plic* este trasat de o familie* de linii drepte situate la o distanta data sau z&punct Ѳ (Fig ); Aceste linii nu sunt în jurul cercului centrat în punctul O, iar dacă * trage * suficiente linii; atunci poți vedea curba pe care o ating? Punctele curbei provin din intersecția tangentelor apropiate una de cealaltă Vom numi astfel de „tangente adiacente” și nu este deloc nevoie să tulburăm umbra episcopului Berkeley, disprețuind cu tact* petiția despre utilizarea infinitezimale de către Newton; să recunoaștem adevărul evident: - cuvântul nostru -: consumul este departe * de idealul rigoarei matematice * oaspeții Cu toate acestea* sperăm; ce* cititor Orez a -a: pentru înțelege semnificația operațiunilor noastre, iar acesta este principalul lucru În cele ce urmează, familiile de cercuri vor mai fi necesare pentru construcția plicurilor, dar deocamdată vom lăsa cercuri și vom studia secțiunile conice Aceste curbe au apărut mai întâi în legătură cu problema dublării unui cub (vezi cap ) Matematicienii greci au redus problema găsirii rădăcinii ecuației a = x , care le-ar permite să construiască un altar cubic de două ori mai mare decât cubul original, la problema găsirii a două numere x și y între numerele date a și b și astfel încât x este „Proporționalul dintre -a și y este mai dăunător, iar y este proporționalul mediu dintre x și b '( problema a două mijloace geometrice) Aceasta înseamnă că numerele hennu trebuie să satisfacă relațiile alx-xly=ylb Înmulțind toate m, ri fracțiile egale, obținem (a/x) = (a/x) (x/y) (y/b) = a/b, de unde pentru a = b rezultă că a =bx ■ Pe de altă parte, alegând toate perechile posibile de fracții egale, vom ajunge la (relații X? = ay, yi-=bx și xy - db Rezolvând oricare două dintre ele, vom găsi i (pentru date o și b) numerele xy, care vor fi mijloacele geometrice necesare Dacă aceste relații sunt privite ca ecuații de curbe, atunci se obțin două parabole și una izolaterală (hiperbolă) - Prin urmare (se obișnuiește să presupunem că soluția problemei dublării cubului a servit drept început pentru studiul fluxurilor conice) Denumirea „secțiuni conice” este foarte potrivită pentru această clasă de curbe, deoarece aceste curbe pot fi obținute în felul următor: Umbra aruncată de [mentele de cauciuc, atunci când este iluminată în unghiuri diferite, ia, de asemenea, forma unor secțiuni conice Pentru grecii antici, trei tipuri - conice GBP secțiuni - o elipsă, o parabolă și o hiperbolă - au apărut atunci când un plan perpendicular pe generatrice a tăiat trei tipuri de conuri circulare drepte Dacă unghiul din vârful conului este acut (Fig ), atunci se obține o elipsă în secțiune Dacă unghiul de la vârful conului este drept, atunci secțiunea are forma unei parabole Dacă unghiul de la vârful conului este obtuz, atunci apare o ramură a hiperbolei A durat mult timp până când oamenii și-au dat seama că trei tipuri de secțiuni conice pot fi obținute prin desenarea unor secțiuni diferite ale aceluiași con circular drept și că hiperbola are două ramuri, ceea ce poate fi obținut dacă ne gândim că conul nu se termină la vârful, dar se extinde dincolo de ea Un amplu tratat despre secțiunile conice ne-a fost lăsat de Apollonius din Perga (circa - î Hr ), în lucrarea sa, el a arătat că o elipsă, parabolă și hiperbola apar atunci când un plan taie nu numai un con circular drept Cu alte cuvinte, dacă ' conectați orice punct V prin linii drepte cu punctele circumferinței (punctul V nu se află în planul cercului), apoi cu o alegere adecvată a planurilor, conul rezultat generează toate tipurile de secțiuni conice Teoria secțiunilor conice a devenit parte integrantă a culturii noastre după ce Kepler a descoperit că planeta Marte se învârte în jurul Soarelui într-o elipsă, cu Soarele la unul dintre focarele sale Când Isaac Newton, folosind metode pur geometrice, a arătat în Principia Mathematica că descoperirea lui Kepler ar putea fi dedusă ca o consecință matematică a legii gravitației universale (forța de atracție dintre două corpuri este invers proporțională cu pătratul distanței dintre ele *) , primii pași uriași care au deschis calea omenirii către Lună Fiecare dintre tipurile de secțiuni conice poate fi introdus ca anvelopă a unei anumite familii de linii Să începem cu o parabolă Să trasăm o dreaptă I și, alegând un punct S care nu se află pe această dreaptă, începem să trasăm drepte / perpendiculare pe segmentul PS din punctele P de pe dreapta I (Fig ) După ce am construit destule linii /, observăm că ele ocolesc o anumită curbă simetrică față de perpendiculara D coborâtă de la punctul la dreapta / Linia / însăși este, de asemenea, tangentă la această curbă (când punctul P coincide cu punctul D) Curba se extinde la infinit în fiecare dintre cele două semiplane în care întregul plan este împărțit la DM direct Atunci când punctul P, care se deplasează de-a lungul dreptei I în ambele direcții, se grăbește la infinit, tangentele la curbă în poziția lor limită devin paralele (aproape) cu dreapta DZ Această curbă este o parabolă DM direct se numește axa parabolei, iar punctul S se numește focar Când construim tangente la o parabolă și, de asemenea, după cum vom vedea, la o elipsă și o hiperbolă, este convenabil * De fapt, Newton a derivat natura dependenței forțelor gravitaționale de distanță din legile lui Kepler cunoscute de el, adică legea gravitației universale — Aprox ed Orez , utilizați un triunghi dreptunghiular din lemn sau plastic Un astfel de triunghi se numește gon (în engleză un set-square)? Și dacă puteți cumpăra modele pentru desenarea elipselor în magazine, atunci modele pentru desen? parabolele și hiperbolele nu sunt de obicei la vânzare Un alt mod de a construi secțiuni conice ca plicuri ale unei familii de linii este că liniile nu sunt desenate pe hârtie, ci sunt obținute ca linii de pliere Desenați o linie t pe o foaie de hârtie și selectați un punct S care nu se află pe linia t Apoi îndoiți foaia astfel încât linia t să treacă prin punctul S și neteziți cu grijă linia de pliere După ce faceți această operațiune de mai multe ori, liniile de pliere formează o grilă, care este vizibilă în Fig Există o legătură simplă între construirea unei parabole cu un pătrat și îndoirea unei foi de hârtie Arată în fig mod de a construi o parabolă, considerată ca un set de puncte, vă permite să obțineți proprietatea fundamentală a parabolei Fie R punctul de intersecție al tangentelor trase la parabolă de la punctul P și Q la dreapta Z Atunci punctele P, Q, R și S se află pe același cerc, deoarece segmentul RS este vizibil din punctele P și Q în același unghi, în acest caz direct Conform celei de-a doua teoreme a cercului, unghiurile QRS și QPS se adună până la două unghiuri drepte și, deoarece unghiurile QPS și APS se adună până la un unghi drept, de asemenea egal cu două unghiuri drepte, unghiul APS este egal cu unghiul QRS Fie fix punctul P și punctul Q' se deplasează spre P de-a lungul dreptei Γ Apoi punctul de intersecție al celor două tangente R se deplasează în punctul T de contact cu dreapta trasă prin punctul * P\ cu parabola Astfel, am demonstrat teorema prezentată în fig : Unghiul APS este egal cu unghiul PTS: În triunghiul SPL, unde L este punctul de intersecție al tangentei PT și osp, să considerăm două unghiuri drepte Unul este unghiul LPS, celălalt este unghiul PAS Deoarece sumele unui argdo& ale unui triunghi sunt egale cu două drepte, Prin urmare, unghiul APS este egal cu unghiul V m Orez Să tragem o dreaptă prin punctul T paralel cu axa SA Conform proprietăților dreptelor paralele (vezi cap ), unghiul VTM este egal cu unghiul ALP Prin urmare, Z ALP = Z P = Z PTS = Z-VTM Egalitatea Z-PTS-Z VTM exprimă una dintre proprietățile fundamentale ale unei parabole: dacă argintiți parabola și plasați o sursă de lumină în punctul S, atunci orice rază de lumină care iese din punctul S, după reflectarea din oglinda parabolică, devine paralelă cu axa parabolei O afirmație similară, așa cum se arată la p , este valabilă numai pentru o zonă mică a unei oglinzi sferice concave În ceea ce privește oglinzile parabolice, acestea sunt utilizate în proiectoare, faruri de mașini și, bineînțeles, antene radar, deoarece un fascicul de raze sau unde paralel cu axa unei oglinzi (sau antene) parabolice după reflexie este colectat la focarul S * * În Ghidul de măsurare, Dürer oferă o schiță a unei oglinzi incendiare parabolice, care arată că razele paralele cu axa sunt colectate la un focar În cele din urmă, dacă A este punctul de mijloc al segmentului S/V, atunci linia dreaptă care trece prin punctul A' în unghi drept cu axa parabolei joacă un rol important Se numește directrice a parabolei Dacă N este baza perpendicularei căzute de la punctul T la directrice, atunci, așa cum este ușor de demonstrat, ST = TN Această egalitate ne oferă faimoasa metodă de a construi o parabolă ca loc de puncte, distanța de la un punct dat (focalizare) este egală cu distanța până la o linie dreaptă dată (directrice) Când am construit o parabolă ca un plic de linii de pliere, atunci directoarea ei era o linie dreaptă m Definirea unei parabole ca un loc de puncte echidistante de focalizare și directrice ne permite să construim practic o parabolă folosind un știft, fir etc L / s lăsăm cititorului să selecteze în mod independent anumite articole Ca un cerc, o parabolă este o curbă de formă invariabilă, iar dimensiunile sale depind de valorile unui parametru (o variabilă), care este de obicei luată ca distanță SA O piatră aruncată în unghi față de orizont (nu vertical în sus), cu rezistență neglijabilă a aerului, va descrie o traiectorie care arată ca o parabolă cu axă verticală Lungimea segmentului S în acest caz este proporțională cu componenta orizontală a vitezei inițiale a pietrei Înălțimea directricei deasupra punctului din care piatra este eliberată este egală cu înălțimea, în cădere liberă, de la care piatra și-ar dobândi viteza inițială în momentul în care ajunge la sol (deși piatra a fost aruncată într-un unghi față de orizont) altul decât unul drept) Să presupunem acum că avem o fântână care emite mai multe jeturi, iar în fiecare jet viteza inițială a apei este aceeași Vom vedea mai multe parabole care au un plic Acest înveliș are, de asemenea, forma unei parabole cu focalizare în punctul comun al tuturor parabolelor de apă, iar tangenta trasată la vârful învelișului servește drept directriză comună a tuturor jeturilor O astfel de fântână este o priveliște cu adevărat instructivă, dar în fântânile moderne există de obicei un singur jet, fără scop vărsând apă și dușând totul în jur cu stropi mici Demonstrarea teoremei anvelopei decurge direct din teoremele deja demonstrate Ideea sa principală este clară din Fig Aplicarea teoremei anvelopei pentru o familie de parabole este mai departe de problemele estetice din așa-numita balistică externă La o viteză inițială dată a unui proiectil dintr-un tun de artilerie, este imposibil să loviți un punct situat dincolo de parabola anvelopă descrisă mai sus în orice plan vertical care trece prin țeava tunului Pentru inamic, acest plic servește drept parabolă de siguranță Este ușor de arătat că la tragerea pe un plan înclinat cu o viteză inițială dată a proiectilului, raza maximă de tragere este atinsă dacă axa țevii este îndreptată de-a lungul bisectoarei unghiului format de verticala care trece prin punctul O , unde este instalat pistolul, și planul înclinat În special, dacă stați pe Dacă doriți să aruncați mingea mai spre sud, încercați să o aruncați la un unghi de ° față de orizontală Să ne întoarcem acum la o elipsă și să arătăm că această curbă poate fi construită și ca o anvelopă a unei anumite familii de linii Să desenăm un cerc centrat în punctul C și să alegem un punct S în interiorul lui (Fig ) Conectați punctul S printr-un segment de dreaptă cu orice punct Q al cercului și trasați o dreaptă prin punctul Q perpendicular pe segmentul SQ Și în acest caz, un pătrat ne va ajuta Setul tuturor acestor linii se învârte în jurul elipsei Unele proprietăți ale unei elipse pot fi setate destul de simplu Fie A punctul în care dreapta care trece prin punctul Q perpendicular pe segmentul QS intersectează cercul pentru a doua oară Să trasăm o dreaptă prin punctul R perpendicular pe segmentul ?Q Acest w Orez " linia intersectează linia SC într-un punct S' astfel încât SC = CS', deci punctul S' rămâne staționar când punctul Q se mișcă în jurul cercului Să repetăm acum construcțiile pe care le-am efectuat când luăm în considerare parabola Fie Q' un punct al cercului situat suficient de aproape de punctul Q Este uşor de observat că perpendiculara trasată de la punctul Q' la segmentul SQ' este o altă tangentă la elipsă Fie T punctul de intersecție al tangentelor la elipsa trasă din punctele Q și Q' Atunci punctele S, Q, Q' și T se află pe același cerc și, prin urmare, unghiul UQS este egal cu STQ' Când punctul Q' se apropie de punctul Q, linia QQ' devine tangentă la cercul în punctul Q, iar punctul T se apropie de punctul P unde linia QR atinge elipsa Deci, unghiurile marcate în Fig , sunt egale Întrucât întregul argument poate fi repetat alegând punctul ’ în locul punctului S, iar unghiurile WQP și WRP sunt egale, atunci ajungem la următoarea teoremă: dacă S și S’ sunt două focare ale elipsei, iar P este oricare dintre punctele sale, atunci unghiurile dintre tangenta la elipsa în punctul P și liniile drepte SP și S'P sunt egale Dacă am avea o oglindă eliptică, atunci o rază de lumină care iese din focarul S ar cădea, după reflectare, în focarul S' Există mese de biliard eliptice pe care o minge trasă dintr-un focar trece printr-un altul, deși legea reflexiei bilelor nu coincide tocmai cu legea reflectării razelor de lumină Dacă lăsăm punctul S fix și începem să mutăm centrul cercului C la infinit, atunci elipsa va deveni din ce în ce mai mult ca o parabolă cu focar în punctul S, iar razele de lumină, reflectate în punctul P, va deveni în cele din urmă paralelă cu axa Nu este greu de demonstrat că SP S'P este AA\ și acest lucru ne permite să propunem o metodă practică de construire a unei elipse cu ajutorul a doi știfturi și a unui fir (Fig ): știfturile trebuie întărite la nivelul focarele S și ' Forma elipsei nu este constantă și dacă decidem să construim elipse folosind metoda plicului folosind același cerc, atunci totul va depinde de alegerea punctului S Cu cât punctul S este mai aproape de centrul cercului C, cu atât mai mult în jurul elipsei se va dovedi Dacă alegem ca punct S centrul cercului C, atunci S'= S și plicul va coincide cu cercul dat Dacă punctul S este ales lângă punctul D, atunci elipsa se va dovedi a fi foarte alungită Cu o distanță suficient de mică între punctele S și A, elipsa va semăna cu un segment de linie dreaptă AA Forma unei elipse este judecată după mărimea raportului, numită excentricitate Acesta este raportul dintre lungimile segmentelor CS și CA Dacă punem CA - a atunci CS = ae, iar valoarea lui e - excentricitatea elipsei - este întotdeauna mai mică decât La e - , elipsa degenerează într-un cerc Pe lângă linia dreaptă AA', elipsa are o altă axă de simetrie evidentă: o dreaptă care trece prin punctul C perpendicular pe axa AA' Fie B punctul de intersecție al celei de-a doua axe de simetrie cu elipsa și CB - b semiaxa minoră a elipsei Atunci a și b sunt interconectate prin relația b == = a ( - e ) Planetele circulă în elipse cu excentricități mici, într-unul dintre focarele cărora se află Soarele Ca o parabolă, o elipsă poate fi construită prin specificarea focarelor și directricelor sale Să trasăm o dreaptă perpendiculară pe axa mare AA’ și care trece prin punctul N, astfel încât CN = a/e Aceasta linie este directriza corespunzatoare celei a celor doua focare ale elipsei, care se afla pe aceeasi parte cu ea fata de centrul C Pentru orice punct al elipsei se tine urmatoarea relatie: -distanta pana la focar: distanta pana la directricea corespunzătoare - e Din această proprietate se deduce uşor teorema: SP + S'P = a O elipsă ca plic dintr-o familie de linii poate fi obținută prin îndoirea unei foi de hârtie Să desenăm un cerc centrat în punctul C și să alegem un punct S în interiorul cercului, diferit de C Vom îndoi o foaie de hârtie astfel încât de fiecare dată unul dintre punctele cercului să fie aliniat cu punctul S Elipsa rezultată va fi aceeași formă ca cea construită prin metoda anterioară, dar folosind un cerc de jumătate din rază centrat în punctul C ', unde C ' este mijlocul segmentului SC (Fig ) Dacă P este baza perpendicularei coborâte de la punctul la linia de pliere, atunci, așa cum este ușor de demonstrat, locul punctelor P este un cerc centrat în punctul C' și cu o rază jumătate din cea a cercului original Într-adevăr, dacă înjumătățim cercul original, pe care sunt marcate toate punctele și liniile menționate mai sus, atunci obținem un cerc centrat în punctul C’ și același punct S, întrucât SC este SC' În acest caz, forma elipsei, construit ca un plic de linii de pliere, va rămâne același, deși dimensiunile elipsei vor fi înjumătățite Ultimul tip de secțiuni conice, așa cum era de așteptat, îl obținem dacă desenăm un cerc centrat în punctul C, alegem un punct S în afara acestuia, conectăm punctul S cu punctele Q de pe cerc și stabilim perpendiculare pe segmentele SQ din punctele Q (Fig ) Plicul în acest caz diferă semnificativ de plicurile din cele două cazuri anterioare Se împarte în două curbe, sau ramuri, care împreună formează o hiperbolă Desenând din punctul S două tangente SM și SN la cerc, noi rețineți că punctele aparținând arcului MN al cercului, îndreptate convex către punctul S, generează tangente la o ramură a hiperbolei, iar punctele celuilalt arc MN al cercului, inversate convex față de punctul S, generează tangente la cealaltă ramură a hiperbolei Tangentele la hiperbolă în punctele M și N trec prin centrul cercului C, deoarece tangenta SM este perpendiculară pe raza SM, iar tangenta SN este raza CN Aceste tangente speciale la hiperbola se numesc asimptote Când un punct, care se deplasează de-a lungul unei hiperbole, se grăbește la infinit, se apropie din ce în ce mai mult de asimptotă și, prin urmare, asimptotele pot fi considerate tangente la infinit Dacă asimptotele sunt în unghi drept, atunci hiperbola se numește isoscelă Hiperbola, pe lângă focarul S, mai are un focar S' și obținem cu ușurință o teoremă care este analogă cu dat mai sus pentru elipsă Dacă P este un punct al hiperbolei (Fig ), atunci tangenta la hiperbola în punctul P coincide cu bisectoarea unghiului dintre segmentele SP și S'P care leagă punctul P cu focarele S și S' Există o altă teoremă similară cu teorema că suma distanțelor de la orice punct al unei elipse până la focarele sale este constantă În cazul unei hiperbole, nu suma este constantă, ci diferența dintre distanțe de la oricare dintre punctele sale la focare Dacă punctul P este ales așa cum se arată în Fig , atunci atât timp cât punctul P rămâne pe aceeași ramură a hiperbolei, diferența S'P - SP este constantă Dar dacă punctul P se află pe o altă ramură, atunci diferența SP - S'P este constantă În ambele cazuri, diferențele sunt egale cu lungimea segmentului AA' Pentru o hiperbolă CS - eCA, unde e > și fiecare focar corespunde unei directrice care trece la o distanță CA / e de centrul C Hiperbola poate fi construită și ca loc al punctelor, distanța de la care până la punctul ales este egală cu distanța până la linia aleasă, înmulțită cu e , unde e > Vedem că definirea secțiunilor conice folosind focare și directrice ne permite să dăm o descriere uniformă a tuturor celor trei tipuri de curbe și o modificare a valorilor excentricității de la e C la e \u d la e > duce la o schimbare a tipului de secțiune conică de la o elipsă prin gtarabol la o hiperbolă În lucrarea clasică a lui Apollonius despre secțiunile conice, pe care am menționat-o deja, nu veți găsi o mențiune despre focalizarea unei parabole, deși Apollonius menționează înainte teoremele de focalizare ale unei elipse și ale unei hiperbole Lucrarea lui Apollonius nu conține informații despre proprietățile secțiunilor conice asociate cu focare și directrice Acest grup de proprietăți a fost considerat pentru prima dată de Pani din Alexandria (aproximativ de volume) O hiperbolă poate fi construită și prin îndoirea unei foi de hârtie în mod corespunzător, dar nu ne vom opri asupra acestui lucru, deoarece cititorul poate restabili cu ușurință toate detaliile de interes pentru el Ne vom completa digresiunea în teoria secțiunilor conice, revenind din nou la metoda lui Dürer de a trasa secțiuni ale unui con circular drept Esența metodei este clară din Rwe Durer pleacă din punctul Al și se deplasează de-a lungul axei majore a secțiunii, făcând pași de lungime egală Să presupunem că dorim să cunoaștem lățimea (mai precis, jumătatea lățimii - Nd ) MQ a secțiunii în punctul M, având la dispoziție doar secțiunea axială a conului, adică secțiunea acestuia printr-un plan trecând prin vârful V şi axa conului şi conţinând punctele A şi A ' ale unei secţiuni conice (în cazul nostru, o elipsă) (Fig ) Dacă prin punctul M trasăm un plan perpendicular pe axa conului, atunci acest plan va intersecta suprafața conului de-a lungul unui cerc care trece prin punctele P și Q Pentru a afla diametrul cercului este suficient pentru a trasa in planul VAA' o dreapta care trece prin punctul M si perpendiculara pe axa conului Această linie intersectează generatoarele VA și VA' ale conului în puncte diametral opuse R și S ale cercului (vezi Fig ) Pe secțiunea transversală circulară a conului, segmentul PMQ este o coardă care trece prin punctul M perpendicular pe diametrul orizontal RS al cercului și, deoarece diametrul ne este cunoscut, nu este dificil să găsim lungimea a segmentului MQ direct din desen, V Dürer pune deoparte axa majoră a secțiunii verticale de lângă secțiunea longitudinală a conului și notează lățimile MQ pe măsură ce le găsește, deși această construcție nu este prezentată în desenul său (Fig ) Unii comentatori au distorsionat complet sensul construcției lui Dürer De fapt, Dürer a folosit aici metoda prin care Apollonius a dovedit că secțiunile plane ale unui con circular au forma de elipse, parabole sau hiperbole În practică, construcția secțiunilor conice după metoda Dürer nu este prea simplă: chiar și o mică eroare în trasarea unei linii drepte sau a unui cerc duce la o denaturare a formei secțiunii, de care Kepler și-a luat atât de râs: la un ou -de forma ovala Pe de altă parte, Dürer a preferat să numească curba nu termenul latin Efopsis „(elipsă), ci cuvântul german Eіegііпіе (ovoid) inventat de el însuși curbă) pentru că, în cuvintele lui, „cu siguranță” seamănă cu un ou În cartea sa excelentă despre Dürer, Erwin Panofsky spune următoarele: „În ciuda tuturor incompletitudinilor, această metodă, care, spre deosebire de cea descriptivă, poate fi numită generatoare, anticipează într-un anumit sens metoda geometriei analitice Nu a scăpat de atenția lui Kepler, care a corectat singura greșeală făcută de Dürer în analiza sa Ca orice școlar, notează Panofsky în continuare, Dürer credea că secțiunea plată a unui con circular drept ar trebui să fie mai lată acolo unde planul secțiunii intersectează partea mai largă a conului Este greu de înțeles de ce metoda lui Dürer, teoretic exactă, se numește imperfectă Desigur, din punct de vedere pur teoretic, orice desen este imperfect După cum am observat deja, Dürer îl urmează cu strictețe pe Apollonius, care a demonstrat că trei tipuri de secțiuni ale unui con circular pot fi definite după cum urmează (Fig ) Elipsă: dacă punctele A și A' sunt fixe și P este un punct arbitrar pe curbă și PM este perpendiculara scăzută de la P la AA', atunci PM = kAM • MA', unde k este o constantă pozitivă** (pentru & = elipsa degenerează într-un cerc) Hiperbolă: Aceeași relație ca și pentru o elipsă, dar cu o constantă negativă k Parabola: dacă A este un punct fix, iar AX este o dreaptă fixă, iar PM este perpendiculara coborâtă de la punctul P al curbei la AX, atunci PM = kAM, unde k este o constantă * Panofsky E Viața și arta lui Albrecht Diirer - Princeton University Press, p ** Aici se înțelege că sunt direcționate segmentele LM și ML', conform cărora produsul LM - • ML' este considerat pozitiv dacă direcțiile acestor segmente (de la L la M, respectiv, de la M la L') coincid , iar negativ în caz contrar — Aprox ed Orez Astăzi înțelegem că în aceste studii ale lui Apollonius asupra secțiunilor conice a pândit geometria analitică a lui Descartes! Din câte știu, metodele lui Dürer nu au fost niciodată prezentate în manualele obișnuite de geometrie engleză, dar mi s-a spus că se găsesc în unele manuale germane Să folosim metoda lui Dürer și să construim o secțiune parabolică a unui con circular drept și, în același timp, să derivăm ecuația acestuia - raportul dintre lungimea segmentului A'M și lungimea segmentului MQ Pentru a simplifica calculele, alegem un con a cărui secțiune axială este un triunghi echilateral, adică jumătate din unghiul de la vârful acestei secțiuni este de ° (Fig ) Dacă vrem să obținem o parabolă, atunci planul de secțiune trebuie să fie paralel cu generatoarea conului Să ne prefacem că Zach, punctul A' se află la o distanţă a de vârful V al conului Găsim lățimea secțiunii parabolice în punctul M, care se află la distanța x de punctul A ', desenând o perpendiculară pe axa celei prezentate în Fig a secțiunii axiale a conului care intersectează generatria conului în punctele R și S Să desenăm un cerc cu un diametru și, marcând punctul A pe diametru, să desenăm o coardă QMP perpendiculară pe diametrul RS Lungimea segmentului MQ = y coincide cu lățimea parabolei în punctul M al axei sale Deoarece unghiul SVR este de °, triunghiul MRA' este echilateral și MR = MA' - x De asemenea, SM = VA' - a, deoarece triunghiul SVR este și echilateral Printr-o teoremă din geometria cercului, pe care am folosit-o deja în mod repetat, MS/MR = MQ , sau ax = y\ Aceasta este ecuația binecunoscută a parabolei Pe fig arată construcția unei secțiuni hiperbolice conform metodei Dürer, dar sunt calculate doar punctele de pe o ramură a hiperbolei Trecerea de la secțiuni conice la epicicluri poate părea oarecum ciudată, dar din moment ce Kepler, prin calcule neobișnuit de laborioase, a arătat că orbita planetei Marte are forma unei elipse cu o mică excentricitate și Soarele la unul dintre focare, secțiuni conice au ocupat o poziție de frunte în astronomie, care mai înainte aparținea epiciclurilor Timp de milenii, cercul a fost considerat cea mai perfectă dintre toate curbele, deci nouă* nimeni nu se îndoia că planetele se mișcă pe cer pe orbite circulare Când observațiile astronomice au relevat o discrepanță între aceste idei și fenomenele cerești, s-au inventat epicicluri - cercuri care se mișcă în jurul cercurilor Pentru a fi mai precis, ideea introducerii epiciclurilor este următoarea Fie punctul Q descrie un cerc centrat în punctul O și raza a (Fig ), iar punctul P descrie în același timp un cerc centrat pe Q și raza b Să presupunem că punctul Q se mișcă uniform de-a lungul cercului său, iar pentru un observator care se mișcă împreună cu punctul P, se pare că punctul P se mișcă uniform de-a lungul cercului centrat în punctul Q Atunci traiectoria descrisă în plan de punctul P se numește epiciclu Mișcarea poate deveni mai complicată dacă ne imaginăm că există un alt punct P care se mișcă uniform pe un cerc centrat pe P și cu raza c De fiecare dată când s-a descoperit o imperfecțiune a unei combinații de epicicluri, „pentru a salva fenomenele”, au fost inventate grămezi noi, din ce în ce mai complexe de epicicluri, făcând posibilă obținerea unei curbe care transmite suficient de precis caracteristicile mișcării a planetelor Descoperirea lui Kepler a simplificat foarte mult imaginea mișcării planetare După cum sa menționat deja, Newton a încununat descoperirea lui Kepler demonstrând că așa-numita primă lege a lui Kepler (planetele se mișcă pe orbite eliptice, în unul dintre focarele cărora se află Soarele) rezultă în mod necesar din ipoteza legii gravitației universale (pentru fiecare dintre cele două corpuri cu mase L si LG, situate la distanta r unul de celalalt, de latura celuilalt corp exista o forta de atractie egala cu kMM'/r , unde k este o constanta) Elipsele sunt favorizate față de parabole și hiperbolele pur și simplu pentru că sunt curbe finite Dacă un asteroid se mișcă de-a lungul unei parabole sau hiperbole, atunci poate apărea în sistemul solar și apoi merge la infinit Cometa Halley a stârnit atât de mult interes pentru că Edmund Halley a calculat în avans traiectoria (care avea forma unei elipse foarte alungite) și a prezis reaparițiile cometei Cometa Halley a fost văzută ultima dată în și este de așteptat să reapară în Încă trebuie să ne întoarcem la epicicluri în viitor, dar deocamdată vom lua în considerare curbele grațioase care sunt obținute ca plicuri ale anumitor familii de cercuri Să începem cu cardioidul (Fig ) Desenăm un cerc (se poate numi cerc de referință) și marchem un punct A pe el, care va rămâne nemișcat Apoi desenăm un alt cerc centrat într-un punct fix arbitrar Q al cercului suport și cu raza QA; vom repeta construcţii similare pentru un număr suficient de mare de puncte Q uniform distribuite pe cercul suport Plicul în formă de inimă al tuturor acestor cercuri se numește cardioid Punctul A, în care două segmente ale cardioidului se ating, se numește cuspid Atracția și farmecul curbelor cu care urmează să ne cunoaștem se datorează parțial faptului că ele pot fi obținute în diverse moduri* (sîntem convinși de corectitudinea acestei afirmații prin luarea în considerare a secțiunilor conice) Pentru a obține un cardioid ca loc de puncte, luăm din nou un cerc cu diametrul a, alegem un punct fix A pe el, conectăm A cu o variabilă Orez punctul Q al cercului și continuă segmentul AQ dincolo de Q până la o lungime dată a; Locul punctelor P obținute (Fig ): va fi un cardioid cu un punct cuspid L Rețineți că dacă linia AQ este rotită în jurul punctului A, atunci punctul Q va ajunge în cele din urmă în jumătatea inferioară a cercului fix! și ' lungimea segmentului AQ va trebui sa fie -' scade" iv * lungimea data a Dacă $ este unghiul PAAf (unde AAf este diametrul cercului), iar r este lungimea segmentului AP-; atunci ecuația, cardioid în coordonate polare®, adică în coordonate (r, ■&), are forma r = a + a cos-th Al treilea mod de a construi un cardioid este să Următorul Să desenăm din nou, un cerc, selectați punctul A pe el și luați în considerare tangenta la cerc într-un punct variabil Q Fie P baza perpendicularei căzute din punctul A la tangente, la punctul Q (Fig ) Când punctul Q descrie un cerc, punctul P descrie un cardioid cu un cuspid la A Mulțimea bazelor P scăzută din punctul A la tangentele la cerc se mai numește și subroiul punctului A în raport cu cercul dat Astfel, cardioidul apare ca o podera Luați în considerare acum cercuri care se rostogolesc pe cercuri fixe Să introducem câteva definiții Dacă cercul C se rostogolește de-a lungul cercului fix C’, rămânând în afara lui, atunci curba descrisă de punctul P al cercului de rulare se numește epicicloid Este clar că epicicloidul poate fi considerat ca un caz special al epiciclului ' Orez Dacă o curbă este descrisă de un punct P al unui cerc C care se rostogolește de-a lungul unui cerc fix, rămânând în interiorul acestuia, atunci o astfel de curbă se numește hipocicloid Este ușor de observat că atunci când cercul de rulare C aduce punctul P la cercul C’ și apoi trage din nou punctul P departe, luându-l departe de cercul C’, punctul P descrie un „cioc” (cum ar fi punctul de pe curbă se numește cuspid) Dacă un cerc cu raza a se rostogolește din exterior de-a lungul unui cerc de aceeași rază a, atunci punctul P coincide cu exact un punct al cercului fix (notăm acest punct O) Epicicloidul are un cuspid în punctul O (fig ) Numim un astfel de epicicloid cardioid Trebuie subliniat faptul că atunci când vorbim despre un cerc care se rostogolește pe un alt cerc, ne referim la un cerc care se rostogolește fără alunecare Cu alte cuvinte, fiecare punct al cercului de rulare vine în contact cu un punct predeterminat al cercului fix, a cărui „adresă” depinde de lungimile arcurilor ambelor cercuri Orez De exemplu, dacă în fig cercul de rulare atinge cercul fix în punctul R, apoi lungimea arcului RP al cercului de rulare este egală cu lungimea arcului RO al cercului fix (în momentul inițial, când cercul de rulare a pornit, punctul P a fost aliniat cu punctul O) Un cardioid poate fi obținut și ca hipocicloid, dar pentru aceasta un cerc cu raza a trebuie să se rostogolească în jurul unui cerc cu raza a din interior - aici cercul fix trebuie să fie în interiorul cercului de rulare (Fig ) Acesta este ceea ce se întâmplă atunci când un cerc de rulare are o rază mai mare decât unul staționar Atât epicicloizii, cât și hipocicloizii pot fi obținute ca plicuri ale anumitor familii de linii Să arătăm cum să construim un cardioid în acest fel Metoda pe care o folosim merită denumirea de „broderie matematică”: în loc să desenezi linii drepte, le poți broda cu succes cu fire colorate Să împărțim cercul (Fig ) în arce egale, fiecare dintre ele subtind un unghi central de ° Pentru aceasta avem nevoie de de puncte de împărțire Fie A unul dintre ele, iar A' punctul diametral opus Pornind de la punctul D, vom ocoli cercul din exterior și vom renumerota toate punctele de împărțire astfel încât punctul A să primească numărul , următorul punct - numărul , , punctul D' va primi numărul a descris un cerc complet și revenind din nou la punctul , îi vom atribui numărul Apoi, pornind de la punctul D', ocoliți din nou cercul din interior în aceeași direcție ca prima dată și marcați intervale de ° În acest caz, punctul D' va primi numărul , punctul care a primit pentru prima dată numărul „exterior” va primi acum numărul „intern” , punctul cu numărul exterior va primi numărul , etc Să conectăm acum diviziunile exterioare și interioare cu aceleași numere cu linii drepte, fie desenate pe hârtie, fie brodate cu fire subțiri pe o bucată de carton Învelișul acestor linii este un cardioid Construcția sa poate fi descrisă pe scurt după cum urmează: conectați diviziunea n cu diviziunea n, fără a schimba direcția de deplasare în jurul cercului Pentru a finaliza construcția- După ce ne întoarcem la punctul de plecare numerotat și , va trebui să continuăm numerotarea diviziunilor după ce ne întoarcem la punctul de plecare, care a primit numerele și : atribuiți diviziunii un nou număr etc Denumirea cardioid (curbă în formă de inimă) a fost folosit pentru prima dată de de Castillon în un articol publicat în The Philosophical Transactions of the Royal Society în , dar această curbă remarcabilă a fost luată în considerare înaintea lui Remarcabilul matematician francez al secolului al XVII-lea, Roberval, a numit următoarea noastră curbă un melc Pascal Se referea la Étienne Pascal, tatăl lui Blaise Pascal, în casa căruia s-au întâlnit celebrii j geometri ai vremii Tânărul Blaise Pascal, a cărui faimă mai târziu a depășit-o cu mult pe cea a tatălui său, a crescut într-o atmosferă foarte favorabilă dezvoltării abilităților sale Pentru a construi cohleea lui Pascal ca învelișul unei familii de cercuri, începem cu un cerc de referință și alegem un punct fix A nu pe cerc (ca în cazul unui cardioid) Desenați un cerc centrat în orice punct Q al cercului suport Orez și raza QA Plicul tuturor acelorași cercuri va fi melcul lui Pascal (Fig ) Pe fig punctul fix A este ales în afara cercului de referință, iar melcul lui Pascal are o buclă internă Dacă punctul A este ales mai aproape de cercul de referință, atunci această buclă este contractată Dacă se alege punctul A pe cercul de referință, atunci obținem un cardioid Dacă se alege punctul A în interiorul cercului de referință (Fig ), atunci melcul lui Pascal nu va avea o buclă internă Ca loc de puncte, melcul lui Pascal poate fi construit în cel puțin două moduri Să desenăm un cerc cu diametrul a, să alegem un punct A pe el, să conectăm punctul A cu un segment de dreaptă la un punct arbitrar Q al cercului, să continuăm segmentul / Q până la punctul P pentru o lungime dată k^a Locul punctelor P este melcul lui Pascal Pentru k = a obținem un cardioid În coordonatele polare, ecuația melc a lui Pascal are forma r \u d k + a cos Ф Pentru a obține melcul lui Pascal ca subcadru cerc, alegem un punct fix A care nu este pe cerc și aruncăm perpendiculare din acesta la tangentele la cerc Locul bazelor acestor perpendiculare este melcul lui Pascal Să arătăm acum că onoarea de a descoperi curba cunoscută sub numele de melcul lui Pascal îi aparține de fapt lui Dürer În capitolul consacrat lui Dürer, am menționat în repetate rânduri tratatul său „Ghid de măsurare” În acest tratat Dürer dă următoarea construcție După ce a desenat un cerc, îl împarte în douăsprezece părți egale și numește punctele de împărțire în același mod ca pe cadranul ceasului (Fig ) De la capetele razelor , , , ,,, Durer desenează segmente de aceeași lungime Orez despre Orez sunt paralele cu razele , , , respectiv și leagă capetele libere ale segmentelor unei curbe netede Cu cât „cadranul” este mai mic împărțit în diviziuni mai mici, cu atât se obțin mai multe puncte de curbă Desigur, argumentând că curba construită de Dürer este melcul lui Pascal, nu ne putem referi doar la asemănarea lor externă Este necesar fie să arătăm că metoda lui Dürer este în concordanță cu una dintre metodele cunoscute de construire a melcului lui Pascal, fie să găsim ecuația curbei construite de Dürer și să arătăm că aceasta coincide cu ecuația lui Pascal a melcului, Vom deriva ecuația pentru această curbă, dar mai întâi observăm că Dürer a arătat un interes ușor de înțeles pentru epicicluri, iar un desen al dispozitivului este dat în „Ghid” care s-ar putea numi riglă pentru construirea epiciclurilor (Fig ), Curba, a cărei construcție este descrisă mai sus, poate fi obținută, sub formă de urmă, a unui punct, aflat în interiorul unui cerc care se rostogolește din exterior, de-a lungul altuia cerc cititorul la faptul că punctul nu se află pe cercul limită al cercului) O astfel de curbă se numește epitrocoid, iar construcția lui Dürer face posibil să se stabilească că cazul special al epitrohoidului descris în „Ghid” nu este altceva decât melcul lui Pascal Dar obținem mai întâi ecuația melcului lui Pascal și apoi a curbei Dürer calculând coordonatele x și y ale punctului variabil al ambelor curbe și arătăm că ambele ecuații sunt aceleași Ecuația melc a lui Pascal în coordonate polare are forma r = k -a cos ■b, iar coordonatele dreptunghiulare ale punctului curbei sunt x = (k + a cos ■b) cos O', y \u d (k-] - a cos O ') sin O ' Dacă originea coordonatelor este mutată în centrul cercului de referință, atunci coordonatele noastre vor fi înlocuite cu următoarele: X + y \u d (k - a cos O ') cos O ', Y = (k + a cos O) sin O' Mutarea a/ în partea dreaptă și utilizarea identității binecunoscute cos \u d cos O - , obținem X - k cos O + cos , Y - k sin O - -y sin Dacă, în construcția lui Dürer, se alege raza cadranului egală cu k și se desenează segmente de lungime a / , măsurând unghiurile în sensul acelor de ceasornic de la raza care trece prin ore, atunci coordonatele x ny ale capetelor libere ale segmentelor va avea exact această formă Prin urmare, curba cunoscută sub numele de melcul lui Pascal ar fi mai corect numită melcul lui Dürer Luați în considerare acum ultima curbă, o vom construi ca un plic al unei anumite familii de cercuri - un nefroid Cuvântul nefroid înseamnă în formă de rinichi Așa numit acest epicicloid cu două puncte cuspide Proctor ( ) Și într-adevăr, arată ca un rinichi, tăiat la mijloc și deschis, chiar și acum într-o tigaie Dacă vă place Leopold Bloom în Ulise de James Joyce (și autorul acestei cărți) Dacă vă plac rinichii prăjiți, vă va plăcea Nephroid Dacă nu sunteți unul dintre iubitorii acestui fel de mâncare, atunci nefroidul vă poate provoca asocieri neplăcute Nu-ți face griji, alte curbe te așteaptă Să desenăm un cerc de sprijin și să selectăm unul dintre diametrele sale - linia I Luând un punct arbitrar al cercului de sprijin ca centru, desenăm un cerc tangent la linia I Plicul familiei de astfel de cercuri este un nefroid (Fig ) Nefroidul are două cuspizi O astfel de curbă este trasată de un punct al unui cerc cu raza a, care se rostogolește din exterior de-a lungul unui cerc fix cu raza a, sau un punct al unui cerc cu raza a, care se rostogolește de-a lungul unui cerc cu raza a, atingându-l din interior Un nefroid poate fi, de asemenea, construit prin metoda broderii matematice ca un plic al unei anumite familii de linii Să desenăm un cerc centrat în punctul O și să alegem pe el punctul A Pornind de la punctul A, împărțim cercul în arce de ° fiecare și Orez numerotăm punctele de împărțire cu numerele , , , (numărul va obține punctul A) Să trasăm linii drepte prin punctele și , și , și , , adică prin puncte cu numerele n și n Învelișul familiei construite de linii este un nefroid (Fig ) Plicurile diferitelor familii de linii joacă un rol important în optică; au atras atenția lui Leonardo da Vinci Să presupunem că un fascicul de raze paralele incide pe un cerc în oglindă Fiecare rază din punctul de incidență este reflectată din cerc (Fig ) Dacă O este centrul cercului, QP este raza incidentă, PR este raza reflectată, atunci unghiul ■fl' format de raza PQ cu raza OP este egal cu unghiul dintre raza PR si raza OP Anvelopa familiei de raze reflectate, numită caustică a unui cerc pentru raze paralele, este un nefroid Pe fig raza din punctul P(n/ - ■&) lovește punctul P(n/ + n - ), sau, ceea ce este același, P( (n/ - O)) Prin urmare, conectând punctele cercului cu numerele n și n prin segmente de linie, vom obține același plic la care duce metoda broderii matematice Potrivit lui E G Lockwood *, autorul cărții The Book of Curves, nefroidul ca substanță caustică poate fi observat punând pe pământ o tigaie cilindrică de culoare închisă, astfel încât razele soarelui sau lumina de la o lampă strălucitoare să cadă pe el în unghi de aproximativ ° față de orizont Lockwood raportează că acest „dispozitiv” simplu vă permite să vedeți o bună aproximare a părții nefroidului Deoarece am menționat causticele, este oportun să rețineți că, dacă există o sursă punctiformă, * Lockwood E N A Book of Curves — Cambridge University Press, A Orez situat într-un punct de pe cerc, atunci caustica cercului pentru familia razelor reflectate este un cardioid Causticele pot fi observate pe suprafața unui lichid turnat într-o cană În acest scop, apa, ceaiul sau cafeaua sunt destul de potrivite Lumina ar trebui să cadă lateral pe suprafața interioară a cupei În ultimele două exemple de broderie matematică - deltoidul și astroidul - ciocul se află în afara cercului de referință Să începem prin a ne uita la deltoid, o curbă cu trei cuspizi (Fig ) Să desenăm un cerc de sprijin centrat în punctul O și cu diametrul A'OA Împărțim cercul, începând de la punctul A, în arce de ° și renumerotăm punctele de împărțire în sens invers acelor de ceasornic cu numerele , , , (punctul A va primi numărul ) Apoi, pornind de la punctul A’, împărțim cercul în arce de ° și renumerotăm punctele de împărțire în sensul acelor de ceasornic cu numerele , , , (ultimul numerele sunt mai bine să se pună în numere de altă culoare) Să conectăm cu linii drepte puncte de împărțire de culori diferite cu aceleași numere * Deltoidul și-a primit numele datorită asemănării cu litera greacă majusculă A (delta) Pentru a obține puncte cusp folosind broderia matematică, firele drepte trebuie continuate în ambele direcții dincolo de cercul de bază până când se intersectează cu cercul concentric mai mare Firele din interiorul cercului de referință nu trebuie să fie vizibile Dacă cercul de referință are o rază de inci, atunci raza cercului mai mare trebuie să fie de cel puțin inci Un deltoid este un hipocicloid cu trei cuspizi Poate fi obținut ca loc al punctelor - urme ale unui punct fix al unui cerc cu raza a sau a, dacă acest cerc este rostogolit din interior de-a lungul unui cerc fix cu raza a Deltoidul apare în mod miraculos ca un plic al unei familii de linii în legătură cu o teoremă din așa-numita „geometrie a triunghiului”, cunoscută sub numele de teorema liniei lui Simson Dacă, din orice punct P al cercului circumscris unui triunghi dat ABC, aruncăm perpendicularele PQ, PR și RS pe laturile BC, CA și AB ale triunghiului, atunci, așa cum este ușor de demonstrat, bazele triunghiului perpendicularele se află întotdeauna pe o linie dreaptă, numită linia Simson în onoarea faimosului geometru englez din secolul al XVIII-lea Robert Simson Poziția dreptei Simson depinde de alegerea punctului P pe cercul circumscris triunghiului ABC Familia liniilor lui Simeon are un plic - un deltoid Astroidul și-a primit numele în secolul al XIX-lea, dar a fost cunoscut încă din de Leibniz Impreuna cu Newton Leibniz împărtășește faima creatorului calculului diferențial și integral La când cercul este împărțit în arce de °, cel mai mare dintre numerele dintr-o rotație este , iar când este împărțit în arce de °, este Numerotarea poate fi continuată după finalizarea unei revoluții Pe o scară cu o valoare a diviziunii de °, punctul A’, care avea numărul , va primi numărul , punctul cu numărul , numărul și așa mai departe Acest lucru va permite utilizarea tuturor punctelor de scara cu valoarea diviziunii de ° și obține cifra completă, Cel mai simplu mod de a construi un astroid este de a considera un segment de linie PQ de o lungime dată, ale cărui capete P și Q alunecă de-a lungul a două linii reciproc perpendiculare (Fig ) Dacă punctul P se află la o anumită distanță de punctul de intersecție al dreptelor reciproc perpendiculare, atunci dând busolei o soluție a și făcând o crestătură din punctul P, găsim punctul Q Trasând linii prin toate perechile posibile de puncte P și Q, obținem o familie al cărei plic este astroid Se presupune că liniile reciproc perpendiculare sunt extinse dincolo de punctul de intersecție O și curba este simetrică față de fiecare dintre linii Fiecare dintre cele patru puncte cuspid se află la o distanță a de punctul O Pentru a construi un astroid folosind broderie matematică, începem cu un cerc obișnuit cu Orez diametrul D'OD, îl împărțim, începând de la punctul D, în arce de ° și renumerotăm punctele de împărțire în sens invers acelor de ceasornic cu numerele , , , Apoi, pornind de la punctul D', împărțim cercul în arce de ° și renumerotăm punctele de împărțire în sensul acelor de ceasornic cu numerele , , , de altă culoare Conectând diviziunile de culori diferite cu aceleași numere cu linii drepte, obținem un astroid Cele patru puncte cuspide se află în afara cercului de referință Diametrul cercului exterior, la care trebuie extinse liniile drepte, trebuie să fie de cel puțin două ori diametrul cercului de referință (Fig ) Un astroid este un hipocicloid cu patru cuspizi Poate fi obținut ca loc al punctelor de urmărire a unui punct fix al cercului de raza a, dacă acest cerc este rostogolit din exterior de-a lungul unui cerc fix cu raza a Coordonatele (x, y) ale punctului variabil al astroidului pot fi scrise ca funcții ale variabilei t după cum urmează: x = a cos /, y - a sin / Nu putem finaliza studiul asupra epicicloizilor și hipocicloizilor fără a lua în considerare cel mai simplu dintre ele, cicloidul, curba descrisă de un punct pe un cerc care se rostogolește de-a lungul unei linii drepte fixe Această curbă are infinit de puncte cuspid, descrise de un punct când curba de rulare o coboară pe linie dreaptă, apoi o ridică din nou din linie dreaptă (Fig ) Cicloidul are multe proprietăți remarcabile și a atras atenția a mai mult de un matematician remarcabil din secolul al XVII-lea Cicloidul poate fi obținut și ca un plic (familii de linii care coincid cu un anumit diametru selectat al unui cerc care se rostogolește de-a lungul unei linii drepte) Să inversăm arcul cicloidei prezentat în Fig , convex în jos și imaginați-vă că este o curbă netedă pe un plan vertical Apoi, în orice punct al acestei curbe plasăm o particulă grea (punctul material), aceasta va aluneca în jos până la „jos” - va ajunge la punctul cel mai de jos al curbei - în același timp Această proprietate a cicloidului l-a determinat pe marele fizician și matematician olandez Christian Huygens ( - ) să folosească cicloidul Merg, pe care, la balansare, ar fi înfășurat firul pendulului, în speranța că acest lucru va face posibilă realizarea de oscilații izocrone Dacă firul este întins de-a lungul cicloidei și apoi coborât, atunci orice punct al firului va descrie cicloidul Huygens credea că dacă greutatea pendulului este forțată să se miște de-a lungul arcului cicloidului, atunci durata oscilațiilor pendulului va deveni aceeași Ceasul construit de Huygens (primul ceas cu pendul) nu era foarte precis și au fost abandonați curând, dar ideea în sine era neobișnuit de ingenioasă Ultima dintre proprietățile cicloidului, pe care o vom aminti, într-o perioadă în care toți matematicienii cunoșteau limba greacă veche, a fost numită proprietatea brahistocronică Se pare că o cicloidă este o astfel de curbă de-a lungul căreia o particulă netedă se va rostogoli în cel mai scurt timp de la un punct dat la altul sub acțiunea gravitației Din câte știu eu, jgheaburile de evacuare pe care unele companii aeriene le folosesc pentru a evacua rapid pasagerii și membrii echipajului dintr-o aeronavă în caz de urgență nu sunt sub forma unui cicloid Cuvântul grecesc antic brachistos înseamnă cel mai scurt, iar chronos, desigur, timp Proprietatea brahistocronă a cicloidului este neașteptată, iar demonstrarea sa nu este deloc simplă Ecuația cicloidă este cel mai ușor de scris ca x = a(t - sin /), p = a(l - cos /), unde a este raza cercului de rulare, t este măsura unghiului prin care s-a rotit Valoarea t - = corespunde momentului inițial de timp când punctul de mișcare se află pe o dreaptă Această poziție inițială a punctului este aleasă ca origine Desigur, există multe alte curbe elegante care cu siguranță ar trebui luate în considerare dacă cartea noastră ar fi complet dedicată curbelor, dar deocamdată vom părăsi curbele relativ noi, ale căror proprietăți le-am studiat până acum, și ne vom întoarce la unele * Vezi, de exemplu, G N Berman, Cycloid — M '~ L ; Gostekh- Publicat, - Notă, ed a doua curbă, inventată de matematicienii antici pentru a rezolva anumite probleme celebre de care s-au ocupat Prima dintre aceste curbe este concoida Nicomede Pappus și alți autori antici greci îi atribuie invenția lui Nicomedes, care a trăit în secolul al II-lea î Hr î Hr e Un conchoid (acest cuvânt înseamnă o scoică în formă de scoici) este definit în raport cu orice curbă dată S și un punct ales A Să tragem o linie prin punctul A care intersectează curba S în punctul Q și plasăm punctele P iar P' pe această linie astfel încât P'Q = QP = £, unde k este o constantă Locul punctelor P și P' se numește concoida curbei S față de punctul A (Fig ) A trebuit deja să considerăm concoida unui cerc în raport cu un punct A aparținând aceluiași cerc (vezi p ) Am obținut apoi melcul lui Pascal, un caz special al căruia este cardioidul Conchoida lui Nicomedes este, într-un fel, o curbă mai simplă decât cohleea lui Pascal, deoarece aici se alege o linie dreaptă ca curbă S Forma concoidei Nicomedes depinde dacă constanta k este mai mică, egală sau mai mare decât lungimea perpendicularei coborâte din punctul A la linie Vom lua în considerare două cazuri: când k este mai mic decât și când k este mai mare decât distanța de la punctul A la linie Rețineți că linia dreaptă prin care construim concoida Nicomede servește ca asimptotă pentru această curbă Pe măsură ce linia A-Q se rotește în jurul punctului A, lățimea concoidei Nicomedes scade? Aceasta a condus la: ideea de a da coloanelor „conice” forma concoidei Nicomedes Dar, în realitate, conchoida Nicomedes are o semnificație istorică și mai mare, deoarece anticii l-au folosit pentru a rezolva problema trisecțiunii unui unghi dat Pentru a înțelege de ce matematicienii antici și-au oprit alegerea tocmai pe conchoida lui Nicomede; luați în considerare cazul „când constanta k este mai mare decât lungimea perpendicularei căzute din punctul A direct S Să presupunem că doriți să împărțiți unghiul RAB în părți egale (Fig ) Să presupunem temporar că QP = Q, unde P este un punct al concoidei, Q este un punct al dreptei S Să tragem dreapta QR paralelă cu axa AB a curbei (linia AB este perpendiculară pe data dată linii) Pretindem că Z/MB = -|-ZPÂB Pentru a demonstra această relație, conectăm punctul Q printr-un segment de dreaptă cu punctul mijlociu W al segmentului UR Din construcția conchoidului se știe că QP = UR Deoarece am convenit să presupunem că QP = AQ, atunci RW-WU-AQ Deoarece unghiul UQR este drept, atunci IF este Orez centrul unui cerc construit pe segmentul UR ca diametru Acest cerc trece prin punctul Q Prin urmare, UW = WR = WQ Notăm în fig unghiuri care sunt egale cu unghiurile de la bazele triunghiurilor isoscele Conform teoremei unghiului exterior al triunghiului Z QWA \u d Z WQR + Z QRW \u d Z QRA și, conform teoremei unghiurilor formate la intersecția a două drepte paralele (linia QR este paralelă cu linia AB), unghiul QRA este egal cu unghiul interior de culcare transversală RAB Combinând relațiile obținute, obținem ZQ £ = Z RAB, de unde ZRAB=± Z RAB Cum poate fi împărțit acest unghi în trei părți egale? Să începem cu unghiul BAC care trebuie trisectat Fie LQ orice dreaptă perpendiculară pe dreapta AB și dreapta care se intersectează AC în punctul Q Desenați linia QN paralelă cu dreapta AB Să construim un conchoid al dreptei LQ în raport cu punctul A cu un segment dat k = AQ Dacă acest concoid intersectează dreapta QN în punctul R, atunci ne aflăm în situația considerată mai sus, iar linia AR taie exact o treime din unghiul BAC Rețineți, de asemenea, că nu este necesar să construiți un conchoid Este necesar doar să plasați rigla astfel încât marginea ei să treacă prin punctul A și să puneți un anumit segment QP = QA pe marginea riglei Asigurându-ne că marginea riglei trece prin punctul A, vom deplasa rigla până când capetele segmentului amânat sunt pe liniile LQ și QN Acest lucru ne va permite să găsim punctele U și R, astfel încât soluția propusă la problema trisecțiunii unui unghi dat ar trebui considerată foarte convenabilă Dacă excludem cazurile speciale individuale, atunci unghiul, în general, nu poate fi împărțit în trei părți egale folosind doar o busolă și o linie dreaptă Astfel, pentru trisecția unui unghi de ° între o busolă și o linie dreaptă, rezultă că insuficient Insolubilitatea problemei trisecțiunii unui unghi dat arbitrar cu o busolă și o riglă poate fi dovedită folosind metode algebrice dezvoltate în ultimele secole Euclid a înțeles bine, deși nu a putut demonstra, că problema trisecțiunii unui unghi este de nerezolvat Se pune întrebarea de ce soluția de mai sus a problemei bazată pe utilizarea unei rigle, pe marginea căreia este trasat segmentul dat, este inacceptabilă Nu este greu să răspundem la această întrebare: metoda noastră nu este una dintre construcțiile lui Euclid, a cărei posibilitate a fost postulată la p de la un punct dat la un segment de dreaptă egal cu un segment dat - Deplasarea unei rigle până când un capăt al segmentului așezat pe ea coincide cu o linie dreaptă, iar celălalt capăt cu o altă linie dreaptă, nu aparține numărului de construcții enumerate în Elementele lui Euclid O diferență esențială între construcțiile euclidiene și construcțiile analoge celei pe care am considerat-o a fost descoperită de algebră Metode suficient de puternice pentru a rezolva astfel de probleme nu au fost dezvoltate decât la aproape de ani după Euclid Pentru trisecția unui unghi, puteți folosi și spirala lui Arhimede Vom verifica acest lucru mai jos când luăm în considerare spiralele Cisoidul lui Diocle (cissoid - asemănător unui lăstar de iederă) a fost menționat de Geminos în secolul I î Hr î Hr e , adică la aproximativ o sută de ani după moartea inventatorului curbei Alegem un punct A pe cerc (Fig ) și desenăm o tangentă la cerc în punctul diametral opus B Apoi tragem o dreaptă prin punctul A care intersectează cercul pentru a doua oară în punctul Q, iar tangenta la cerc în punctul /? Pe această linie construim un punct P astfel încât AP - QP (segmentele AP și QP sunt așezate în direcția indicată de ordinea literelor) Locul punctelor P nu este altceva decât cisoidul lui Diocle Este ușor de observat că tangenta la cerc în punctul B servește ca asimptotă a unui cisoid având: Orez în plus, punctul cuspid la A Dacă luăm drept axe de coordonate drepta AB și perpendiculara pe aceasta, atunci ecuația cisoidală poate fi scrisă ca y ( a - x) - x , unde a este raza cercului Pentru noi, cissoidul este de interes pentru că acesta a făcut posibilă rezolvarea problemei dublării cubului Pe linia OS se poate găsi un punct U astfel încât OU - a Atunci un altar în formă de cub cu muchia egală cu OU va avea de două ori volumul unui altar în formă de cub cu muchia egală cu a (vezi p ) Pentru a găsi punctul O, lăsăm deoparte segmentul OL = a pe linia OS Fie P punctul de intersecție al dreptei BL cu cisoidul Să conectăm punctul dreptei A cu punctul P Punctul de intersecție al dreptei AP cu dreapta OS ne va da punctul O Să dovedim acest lucru, deși cititorul poate omite dovada dacă dorește Ecuația dreptei BL are forma y = - (x - - a) = ( a - x) Pentru a găsi punctul P(x', y'), substituim a - x = y/ în ecuaţia cisoidală; vom primi (/) = (x') Această relație este satisfăcută de coordonatele x’ și y’ ale punctului P Ecuația dreptei AP are forma y/y’ - - x/x' Această dreaptă se intersectează cu dreapta OC, care are ecuația x = a, în punctul pentru care yіy' = a/x' În consecință, = ay'/x' și OO = a (y') /(x') = a Concoidul Nicomedes poate fi folosit și pentru a rezolva problema dublării cubului Atât conchoida lui Nicomede, cât și cisoida lui Diocle au fost de mare interes pentru matematicieni în secolul al XVII-lea ca un fel de eșantioane pe care se puteau testa la acea vreme încă noi metode de geometrie analitică, precum și calculul diferențial și integral Spiralele i-au fascinat pe antici și vom încheia acest capitol cu două dintre ele: Zach, E spirala lui Arhimede și o spirală echiunghiulară sau logaritmică Prin spirală înțelegem o curbă plată pe care o va descrie un punct, făcând cercuri și în același timp îndepărtându-se de un punct fix, numit pol Spirala lui Arhimede, numită așa pentru că Arhimede a descris-o în lucrarea sa despre spirale, are o ecuație foarte simplă în coordonate polare: r = a® Să presupunem că musca se târăște cu o viteză constantă de-a lungul liniei drepte OP, care se rotește uniform în jurul polului O Atunci traseul muștei în avion va arăta ca o spirală a lui Arhimede Cel mai ușor este să desenați o astfel de spirală pe hârtie specială cu o grilă de coordonate polare aplicată (Fig ) Dacă O este polul, P este punctul curbei, iar O A este axa de la care se măsoară unghiul, atunci lungimea segmentului OP este proporțională cu unghiul ROA Dacă este necesar să se rezolve problema trisecțiunii unghiului ROA, atunci este suficient, împărțind segmentul OP în trei părți egale, găsiți un punct P ', astfel încât OP ' = ( / ) OP, dați busolei o soluție egală cu OP ' și cu această soluție faceți o crestătură de la polul O pe curbă, adică găsiți pe punctul spiral Q pentru care OQ = OP' Unghiul QOA este egal cu o treime din unghiul ROA Și în acest caz, la rezolvarea problemei trisecțiunii unui unghi, am folosit o construcție care nu apare în y-ul lui Euclid printre cele admisibile Ultima noastră curbă, spirala echiunghiulară sau logaritmică, este mai complicată decât spirala lui Arhimede Descartes a fost primul care a studiat-o ( ), independent de el Toricelli a lucrat cu ea, iar la sfârșitul secolului al XVII-lea multe dintre proprietățile remarcabile ale curbei logaritmice, care vor fi discutate acum, au fost stabilite de Jacob Bernoulli Aceste proprietăți aproape mistice au făcut o impresie atât de puternică asupra omului de știință, încât a lăsat moștenire să sculpteze pe piatra funerară cuvintele: „Eadem mutata resurgo” (schimbat, reînviez la fel) O spirală echiunghiulară (Fig ) poate fi definită ca locul punctelor P care se deplasează pe un plan, astfel încât tangenta în punctul P formează un unghi constant a cu vectorul rază OP desenat până la punctul P de la polul fix O Calculul diferențial face ușoară și simplă derivarea ecuației unei spirale logaritmice Este cel mai firesc să-l scrieți în coordonate polare (r, ■&), în care ia o formă elegantă: G = ae^ctg unde e este constanta fundamentală folosită ca bază a logaritmilor naturali și a este valoarea lui r la O = Obținem una dintre principalele proprietăți ale unei spirale echiunghiulare dacă ne întoarcem la proprietatea cea mai caracteristică a funcției exponențiale e*, relația gp+ OQ Să presupunem că am înfipt un știft în polul O și întreaga spirală poate fi rotită în jurul punctului O Dacă rotim spirala astfel încât linia OQ să coincidă cu linia OP, atunci prelungirea spiralei (polul O rămâne nemișcat), transferând punctul Q în punctul P, va afișa fiecare punct al spiralei rotite în punctul corespunzător al spiralei originale Cojile unor moluște și amprentele fosilelor arată o asemănare izbitoare cu o spirală echiunghiulară Pe fig prezintă o secțiune transversală a unei carcase Nautilus Cărțile despre creșterea și forma organismelor vii prezintă teorii pentru a explica de ce natura preferă o spirală echiunghiulară Cartea lui D'Arcy Thomson Despre creștere și formă este deosebit de renumită În capitolul , am descris o spirală artificială alcătuită din arce de sfert de cerc și am arătat că aceasta este legată de împărțirea nesfârșită a dreptunghiurilor cu proporții egale cu raportul de aur în pătrate și dreptunghiuri de aur noi Există o spirală echiunghiulară care servește ca o aproximare destul de precisă a acestei spirale, dar spirala adevărată, în loc să atingă laturile pătratelor succesive, le intersectează la unghiuri foarte mici Desigur, care spirală este considerată adevărată și care este artificială este o chestiune de gust Vrem să închidem acest capitol enumerând câteva dintre proprietățile spiralei echiunghiulare care l-au lovit atât de profund pe Jacob Bernoulli Dacă un fascicul de lumină emis de o sursă în punctul O este reflectat dintr-o spirală echiunghiulară în punctul P, atunci * Thompson D'Arcy W On the Growth and Form, Cambridge University Press, , învelișul razelor reflectate, când punctul P descrie întreaga curbă, va fi o spirală repetând exact cea inițială Aceasta înseamnă că caustica unei spirale echiunghiulare este aceeași spirală echiunghiulară În fiecare punct al unei spirale echiunghiulare există o perpendiculară pe tangente, numită, ca și în cazul altor curbe, normală Învelișul normalelor este, de asemenea, o spirală echiunghiulară, care coincide ca formă cu spirala originală Subera unei spirale echiunghiulare în raport cu polul O (adică locul bazelor perpendicularelor coborâte din punctul O la tangentele la curbă) ^ are forma spiralei echiunghiulare originale După efectuarea exercițiilor, cititorul va avea ocazia nu doar să reproducă unele dintre curbele pe care le-am luat în considerare, ci și să-și inventeze propriile curbe Îl vom familiariza cu metode care ne permit să construim noi curbe din curbe date, să găsim subdere, plicuri de normale etc Toate epicicloizii, hipocicloizii și epitrocoizii (și există nenumărate dintre ele) sunt disponibile pentru cercetare Există, de asemenea, o modalitate foarte simplă de a construi evoluția oricărei curbe date: trebuie doar să înfășurați un fir strâns în jurul curbei, la capătul căruia este atașat un creion și, în timp ce desfășurați acest fir, asigurați-vă că rămâne întins Sfârșitul creionului va descrie evoluția Această curbă este remarcabilă prin faptul că anvelopa normalelor sale coincide cu curba inițială! Multe dintre plicurile pe care le-am descris au atras relativ recent atenția artiștilor Lucrările cu imaginile lor sunt adesea vândute la prețuri foarte mari Lucrarea, realizată cu fire colorate pe o bucată de carton subțire, permite minții gelului să se cufunde în adâncurile reflexiilor transcendentale Broderia matematică a fost introdusă în școlile de femei în urmă cu aproximativ o sută de ani, iar acum este din ce în ce mai comercializată Dispozitivul recent introdus pentru desenarea epiciclurilor a fost un succes uriaș Nu există nicio îndoială că curbele vor rămâne pentru totdeauna una dintre cele mai interesante creații ale matematicii, z Exerciții Folosind metoda descrisă la pagina , trageți de tangente la parabolă (S este un punct ales, I este o dreaptă aleasă, P este un punct pe /, linia PR este trasată în unghi drept față de SP, în timp ce PR este un tangentă la o parabolă) Îndoiți o foaie de hârtie, construiți o familie de tangente la parabolă (Desenați o linie dreaptă t pe o coală de hârtie și selectați un punct S care nu aparține acestei linii După ce îndoiți o coală de hârtie astfel încât linia dreaptă t să treacă prin punctul S, neteziți cu grijă linia de pliere, astfel încât este, îndoiți foaia de hârtie de-a lungul liniei drepte, astfel încât linia dreaptă tn să treacă prin punctul S Apoi îndreptați foaia de hârtie și îndoiți-o din nou, astfel încât linia t să treacă prin punctul S și așa mai departe ) Puteți lega această metodă cu cea discutată în exercițiul ? (Rețineți că dacă punctul Q aparține dreptei m care trece prin punctul S după inflexiune, iar linia SQ intersectează linia de pliere în punctul P, atunci toate punctele P aparțin aceleiași linii, iar linia SP formează un unghi drept cu linia de pliere ) Folosiți parabola construită în exercițiul sau și verificați teorema că razele de lumină paralele cu axa curbei, după reflectare, trec printr-un punct - focarul S al parabolei Desenați două drepte I și r, care se intersectează în punctul O și aplicați scale uniforme (nu neapărat aceleași) dreptelor I și t Renumerotați diviziunile astfel încât numărul punctului O să fie zero pe ambele scale Conectați prin segmente de linii diviziunea pe scara / cu diviziunea pe scara / n, diviziunea pe scara I cu diviziunea pe scara t, diviziunea pe scara I cu diviziunea pe scara t etc Aceste linii sunt aceleași, precum și liniile / și m, ating o parabolă (Această metodă este adesea folosită în broderia matematică la scară largă, deoarece arcuri individuale ale unei parabole pot fi montate prin plierea lor într-o singură curbă Teorema de bază afirmă că, dacă o tangentă variabilă la o parabolă intersectează două tangente date I și m la punctele Q, R , și Р', Q', R', , apoi relațiile PQ : QR : "laturi Bineînțeles, toate construcțiile în cauză sunt euclidiene, adică sunt fezabile cu ajutorul busolei și al unei linii drepte Un poligon regulat cu n laturi, s-ar părea, poate fi construit pentru orice n, dar în Carl Friedrich Gauss, pe atunci în vârstă de ani, a demonstrat o teoremă uimitoare Se afirmă că un poligon regulat cu n laturi, unde n este un număr prim, poate fi construit folosind o busolă și o dreaptă numai dacă n = ”’ -l ' Exponentul numărului din partea dreaptă este t La m = presupunem că ° = Astfel, la m - obținem n = , la m = exponentul este == și n = , la m = numărul de laturi devine n \u d , m \u d corespunde cu n \u d n \u d și pentru m \u d numărul de laturi ajunge la n \u d - Toate aceste numere n sunt simple *, adică nu pot fi factorizate , iar prin teorema lui Gauss, poligoane regulate cu un asemenea număr de laturi pot fi construite folosind o busolă și o linie dreaptă Teorema lui Gauss, demonstrată algebric, i-ar fi captivat fără îndoială pe grecii antici Descoperirea sa l-a ajutat pe tânărul Gauss să facă alegerea finală în favoarea matematicii și să renunțe la intenția de a se angaja în drept! După cum se poate observa din exemplele pe care le-am luat în considerare, construirea poligoanelor regulate nu este o sarcină ușoară, iar demonstrarea algebrică a posibilității de a construi poligoane regulate cu un compas și o riglă cu și de laturi nu este foarte utilă dacă avem decide să se intereseze de detaliile specifice ale construcției Unii entuziaști și-au dedicat întreaga viață construirii corecte a -gon Dar măcar nu urmăreau o himeră Cei care caută să găsească o soluție la problema trisecțiunii unui unghi, așa cum am spus deja, sunt angajați într-o afacere fără speranță, dar această problemă, în ochii unor amatori, are o atracție irezistibilă Discută despre descoperirile geometrice ale lui Leonardo da Vinci, am promis să revenim la conceptul de simetrie a unei figuri geometrice Leonardo da Vinci a explorat simetria unui octogon regulat Pentru simplitate, vom începe cu un pătrat ♦ Fermat ( - ) a presupus că toate numerele de forma + sunt prime, dar Euler a demonstrat că numărul corespunzător valorii m = , m = + = + , este compus (Vezi, de exemplu, V Sierpinsky Ce știm și ce nu știm despre numerele prime - M : Fizmatgiz, - notă, tradus ) De asemenea, remarcăm că, după Gauss, un pentagon regulat poate fi construit cu o busolă și o riglă în dacă și numai dacă n = kpiPz pt, unde pi, Pb "pi sunt numere simple, distincte, în perechi", adică numere de forma ™ + - Notă, ed Imaginați-vă că un pătrat de carton este suprapus pe un plan pe care sunt desenate două axe reciproc perpendiculare, iar centrul pătratului este aliniat cu originea, o pereche de laturi este orizontală (Fig ), iar cealaltă este verticală ( planul în sine este vertical) Sub ce deplasări ale pătratului ca întreg, lăsând centrul O pe loc, pătratul ca figură geometrică va rămâne neschimbat? Pătratul este simetric în raport cu rotațiile Se transformă în sine sub acțiunea următoarelor rotații, pentru care introducem notație specială: R este o rotație de ° în sensul acelor de ceasornic în jurul centrului O, R' și R" sunt rotații similare de ° și ° Pătratul are și simetrie în raport cu reflexiile Ea trece în sine sub acțiunea următoarelor reflecții: H - reflexie în jurul axei orizontale care trece prin centrul O, V - reflexie în jurul axei verticale care trece prin centrul O, D este reflexia relativă la diagonala indicată în fig ca D' este reflexia fata de diagonala marcata in fig ca Deci, am numărat șapte tipuri de simetrie În cazul în care cititorul este derutat de discrepanța dintre definiția simetriei dată la începutul cap și operațiunile enumerate mai sus, rețineți că aici luăm în considerare nu doar mapările unu-la-unu a patru vârfuri pătrate pe patru vârfuri pătrate, ci doar acelea care păstrează structura unui pătrat ca figură geometrică Aceasta înseamnă că transformările noastre aparțin categoriei de izometrii - mapări care păstrează distanța dintre oricare două puncte Un progres semnificativ în comparație cu simetriile extrem de ilustrative descrise mai sus este conținut în conceptul de compoziție a izometriilor Să definim afișajul HR ca rezultat al executării succesive a două operații: reflexia H a pătratului în jurul axei orizontale (prima operație) și rotația R cu ° în jurul centrului O (a doua operație) Ce se întâmplă sub acțiunea operației HR cu vârfurile pătratului /, , și ? Sub acțiunea reflexiei H, vârful va merge la vârful , vârful - la vârful , vârful - la vârful și vârful - la vârful , Sub acțiunea de rotație R vârful va merge la vârful , vârful - la vârful , vârful la vârful și vârful la vârf , deci combinația mapează vârfurile (/, , , ) la vârfurile ( , , /, ) Rețineți că transformarea HR este echivalentă cu reflexia D\ lăsând vârfurile și fixe și schimbând vârfurile și Lăsăm cititorului să verifice singur că combinația RH, care înseamnă executarea secvențială a două operații - rotirea lui R cu ° în jurul centrului O (prima operație) și reflectarea lui H față de orizontală axă (a doua operație), mapează vârfurile (/, , , ) la vârfurile ( , , , ) și este echivalentă cu reflexia D, prin care RH=£HR Aceasta este ceea ce se înțelege atunci când acestea spunem că un grup multiplicativ nu este neapărat comutativ, desigur, nu am definit încă asta un astfel de grup, dar s-a apropiat destul de mult de definiție Dacă luăm compoziția oricăreia dintre reflexiile D și D' cu sine, atunci sub acțiunea mapării DD '(sau D'D') pătratul va reveni la poziția inițială O astfel de mapare, care nu schimbă nimic, este utilă și de inclusă în numărul de simetrii ale pătratului Se numește maparea identității și se notează Dacă luăm în considerare maparea identității, atunci numărul de simetrii de pătratul crește la opt Aceste opt simetrii formează așa-numita mulțime închisă în ceea ce privește compoziția simetriilor Cu alte cuvinte, orice compoziție de opt simetrii coincide cu una dintre ele Oricare dintre simetriile aparținând mulțimii are un invers Aceasta înseamnă că orice simetrie T din mulțime poate fi asociată cu o altă simetrie T', care aparține și mulțimii (în special, simetria T' poate coincide cu simetria T) și astfel încât TT' = I De exemplu , reflexiile D și D' coincid cu simetriile lor inverse Dacă luăm oricare trei dintre cele opt simetrii T, T' și T", atunci T(T'T") = (TT')T" Aceasta înseamnă că, formând mai întâi simetria T'T" și luând compoziția acesteia cu simetria T , obținem aceeași mapare finală pe care am obține-o dacă am forma mai întâi compoziția simetriilor T și T' și abia apoi compoziția simetriilor TT' și T În astfel de cazuri, operația de compunere a simetriei este spus a fi asociativ Am arătat că simetriile pătratului satisfac toate axiomele grupului de transformare Conceptul de grup are o importanță capitală în matematică și, neputând să ne oprim asupra lui în niciun detaliu, îi trimitem pe cei interesați la numeroasele manuale de teoria grupurilor* Grupul de transformări care ne interesează este format din următoarele opt simetrii: I, R, R , R , H, HR, HR , HR (lăsăm cititorului * Vezi, de exemplu, Alexandrov PS Introducere în teoria grupurilor — M : Uchpedgiz, ; Magnus V Grupurile și graficele lor -* M : Mir, , - Notă, ed zoz verificați această listă) Este clar că compoziția R a rotației R cu ea însăși va da rotația R' cu ° Chiar și mai devreme eram convinși că RH = D și HR = -D' Deși transformarea RH nu este inclusă în lista de mai sus, este ușor de verificat că RH = HR Putem spune că simetriile R și H dau naștere unui grup, întrucât toate elementele grupului sunt obținute prin formarea compozițiilor acestor două simetrii Potrivit lui Hermann Weil, Leonardo da Vinci a găsit generatorii grupului de simetrie al unui n-gon regulat arbitrar, deși, așa cum am spus, doar cazul n = a fost luat în considerare în caietele lui Leonardo da Vinci Grupurile de simetrie apar în teoria ornamentelor liniare, a modelelor bidimensionale, a cristalelor, în teoria ambalajului și în multe alte ramuri ale matematicii Unele dintre problemele teoriei grupurilor sunt luate în considerare în cartea noastră „The Fine Art of Mathematics”, cititorul va găsi o privire de ansamblu mai generală în cartea „Simetria” de Hermann Weyl (vezi referințele) În spațiul tridimensional, există și solide fundamentale regulate - așa-numitele solide platonice Ele sunt menționate în Timaeus al lui Platon, dar erau cunoscute pitagoreenilor cu câteva secole înainte de Platon Fiecare față a unui solid platonic obișnuit este congruentă cu oricare dintre celelalte fețe ale sale, iar corpul însuși se află în întregime pe o parte a oricăreia dintre fețele sale Solidele platonice obișnuite sunt prezentate în fig Fețele lor sunt sub formă de pătrate, triunghiuri sau pentagoane În Timeu, acestea, așa cum sunt numite, poliedre regulate sunt construite din triunghiuri dreptunghiulare Platon alege două triunghiuri de bază: un triunghi dreptunghic isoscel, care formează jumătate de pătrat, și un triunghi cu unghiuri de °, ° și °, care apare atunci când oricare dintre unghiurile unui triunghi echilateral este împărțit în două părți egale El remarcă: „Ar fi prea lung să argumentăm acest lucru, însă, dacă cineva ne-ar dezvălui și ar dovedi contrariul, l-am recunoaște bucuroși drept câștigător” Din patru triunghiuri echilaterale, Platon construiește un tetraedru Este cel mai simplu și fundamental dintre corpurile regulate, iar Platon îl asociază cu focul, cel mai fundamental dintre cele patru elemente Din opt triunghiuri echilaterale, Platon construiește un octaedru și îl compară cu aerul, iar din douăzeci de triunghiuri echilaterale adaugă un icosaedru, simbolizând apa Tetraedrul, octaedrul și icosaedrul epuizează toate corpurile regulate compuse din triunghiuri echilaterale sau, dacă doriți, din jumătăți de triunghiuri echilaterale Puse împreună, două triunghiuri isoscele platonice formează un pătrat, iar șase pătrate alcătuiesc un cub, un corp regulat rigid care servește ca întruchipare a pământului Ceea ce rămâne este dodecaedrul, a cărui față are forma unui pentagon obișnuit, dar Platon respinge această posibilitate în treacăt: „Exista încă o a cincea structură cu mai multe fațete în rezervă: Dumnezeu a definit-o pentru Univers și a recurs la ea când a pictat-o și a decorat ” Există diverse traduceri ale lui Platon În cel folosit de autor, se spune că zeul a decorat universul cu figuri de animale Aparent, semnele Zodiacului și ale altor constelații de pe cer sunt menite Matematicienii au reușit să obțină mai multe relații între numărul de fețe Г, muchiile Р și vârfurile В ale unui poliedru convex regulat Prima relaţie, datorată lui Euler ( - )*, are forma G + V = P + Dacă fiecare față are n laturi și m muchii emană de la orice vârf, atunci, așa cum arată numărarea directă, pG \u d tv \u d P * Înainte de Euler, acest raport a fost subliniat de Descartes — Notă, ed P Pentru E Cinci soluții ale acestor ecuații sunt date în tabel Este ușor de demonstrat că nu există alte soluții Soluţiile obţinute corespund solidelor platonice Cititorul ar trebui să facă modele ale solidelor platonice Sunt ușor de lipit din triunghiuri, pătrate sau pentagoane După ce a făcut cinci solide obișnuite cu propriile mâini, cititorul va afla cu ușurință de ce nu există un solid platonic cu o față sub forma unui hexagon obișnuit Dacă Corpul G în R m p Fața Tetraedru Triunghi Hexaedru (cub) Pătrat Octaedru Triunghi Dodecaedru Pentagon Icosaedru Triunghi îndoiți trei pentagoane astfel încât trei muchii să emane dintr-un vârf, apoi suma unghiurilor plate adiacente vârfului va fi egală cu - ° = ° Această valoare este mai mică de ° Dacă adunăm trei hexagoane, atunci suma unghiurilor plate de la vârf va fi - ° = °, iar cele trei hexagoane vor fi situate în același plan Pentru a forma un unghi spațial, ale cărui fețe nu se află în același plan, suma unghiurilor plane de la vârf trebuie să fie mai mică de ° Metoda de construire a unghiurilor spațiale este descrisă de Platon De exemplu, pentru a construi un icosaedru delimitat de douăzeci de triunghiuri echilaterale, trebuie mai întâi să colectăm unghiuri spațiale din cinci triunghiuri echilaterale cu un vârf comun și apoi să încercăm să potriviți aceste unghiuri între ele Despre proporția divină a lui Luca Pacioli, a cărei ediție a apărut la Veneția în , conține reprezentări în perspectivă atent executate ale modelelor solidelor platonice Pacioli însuși a realizat aceste modele și le-a prezentat adesea ca un cadou pentru diverse celebrități Potrivit legendei, desenele îi aparțin lui Leonardo da Vinci, care a fost prieten cu acest minunat călugăr Pacioli era membru al ordinului franciscan și era pasionat de matematică A predat la diferite universități din Italia și pare să fi fost un profesor remarcabil Pe lângă eseul „Despre proporția divină”, Pacioli a mai publicat câteva cărți Într-una dintre ele, el a subliniat principiile contabilității în partidă dublă, legile aritmeticii și tehnicile de bază pentru tranzacțiile de afaceri de succes Acest tratat al lui Pacioli, intitulat „Suma aritmeticii, geometriei, doctrina proporțiilor și relațiilor”, a fost publicat în și a avut o mare influență asupra dezvoltării ulterioare a matematicii și contabilității Există și probleme în „Summa” prea bine cunoscute de toată lumea despre conductele care umplu piscinele, din care apa curge prin alte conducte, dar acest tip de problemă a apărut mult mai devreme „Suma” este formată din opt părți - în funcție de numărul de opt frumuseți Se pretinde că Pacioli a publicat o traducere în limba vorbită (italiană) a lui Euclid, dar această lucrare a lui Pacioli a fost pierdută iremediabil Traducerea lui Euclid în latină a fost publicată în Proporția divină se remarcă prin originalitatea sa unică Cartea este dedicată ducelui de Milano, Ludovico Sforza, căruia îi sunt împrăștiate multe complimente pe paginile sale Pacioli oferă treisprezece descrieri ale proprietăților proporției divine (rația noastră de aur) Prima se reduce la afirmația că teoremele lui Euclid se presupune că sunt cunoscute Urmează apoi o listă lungă de epitete care exprimă diferite proprietăți ale raportului de aur Pacioli scrie următoarele: „În al doilea rând, efectul esențial al proporției în cauză; în al treilea rând, efectul ei special; în al patrulea rând, efectul ei inefabil; în al cincilea rând, efectul ei miraculos; în al șaselea rând, efectul ei inexplicabil; în al șaptelea, efectul său inextingubil al zecelea, acțiunea ei exaltată, al unsprezecelea , cea mai excelentă acțiune a ei, a douăsprezecea, • acțiunea ei de neînțeles, al treisprezecelea, acțiunea ei cea mai demnă ” * Aici Pacioli se oprește pentru a respira și remarcă că cerneala și hârtia nu ar fi suficiente pentru a enumera toate proprietățile proporției divine și se oprește la treisprezece proprietăți pentru a onora pe cei doisprezece apostoli și pe profesorul lor Iisus Hristos Pacioli îl laudă apoi pe Sforza pentru evlavia sa și pentru că l-a invitat pe Leonardo da Vinci să scrie Cina cea de Taină pentru mănăstirea Santa Maria delle Grazie Am considerat proporția divină în cap Multe dintre proprietățile sale miraculoase pe care Pacioli le admira sunt cuprinse în lanțul de relații descris în fig Fra Luca Pacioli și elevul său Guidobaldo, Duce de Urbino sunt reprezentați într-un minunat tablou de Jacopo de Barbari (planșa ) Pe masă vedem un dodecaedru și un al doilea poliedru - unul dintre așa-numitele solide arhimediene semi-regulate Fețele corpurilor semiregulate pot fi poligoane de mai multe tipuri, cu condiția ca toate să fie regulate, iar vârfurile poliedrului să nu se distingă unele de altele (Fig ) Potrivit legendei, Platon cunoștea cel puțin unul dintre solidele semi-regulate - cuboctaedrul, iar Arhimede a descris toate solidele semi-regulare, deși cartea sa despre ele nu a supraviețuit Dürer în „Ghidul de măsurare” oferă dezvoltări ale unor corpuri arhimediene (vezi cap ), dar pentru prima dată acestea au fost considerate sistematic de către Kepler, care a construit și două corpuri neconvexe, numite mai târziu corpuri Kepler-Poinsot (Fig ) Kepler le-a descoperit în jurul anului , iar Poinsot le-a redescoperit în și a descoperit încă două corpuri noi Corpurile semi-regulate Kepler-Poinsot nu erau cunoscute de lumea antică și sunt folosite în lumea modernă doar pentru abajururi și decorațiuni * Cum se realizează modele ale acestor corpuri este descris în detaliu în cartea „Modele poliedre” de Magnus J Wenninger * Pot fi construite modele mult mai complexe, dar unele necesită sute de ore de muncă Căutând legături între solidele platonice și * Wenninger M Modele de poliedre — M : Mir, Tetraedru trunchiat Cuboctaedru Cuboctaedru rombotruncat dodecaedru trunchiat Icosaedru trunchiat octaedru Rombicubo-octaedru Orez Romboihoso- Icosod trunchiat cu romb-, cahedron Structura universului nu s-a oprit odată cu moartea lui Platon În , Kepler a publicat prima sa lucrare, The Mystery of the Universe În special, scrie următoarele: „ Înainte de crearea lumii, nu existau numere, cu excepția trinității, care este Dumnezeu însuși ” Căci linia dreaptă și planul nu generează numere, infinitul domnește aici Să ne deci luați în considerare corpurile tridimensionale În primul rând, este necesar să excludem corpurile incorecte, pentru că ne interesează ZOE icosaedru Orez numai creații comandate Rămân șase solide: o sferă și cinci poliedre regulate Stelelor fixe corespund sferei Lumea în mișcare este reprezentată de corpuri cu fețe plate Există doar cinci astfel de corpuri Dacă le considerăm granițe, atunci cinci granițe definesc șase lucruri diferite Prin urmare, șase planete se învârt în jurul Soarelui Din același motiv, există exact șase planete În plus, am arătat că corpurile obișnuite se împart în două grupuri: într-un grup sunt trei corpuri, în celălalt - două Grupului mai mare aparțin în primul rând Cubul, apoi Tetraedrul și în sfârșit Dodecaedrul Al doilea grup aparțin, în primul rând, Octaedrul și, în al doilea rând, Icosaedrul De aceea, cea mai importantă parte a lumii - Pământul, pe care chipul și asemănarea lui Dumnezeu este întruchipată în om - este împărțită în două grupuri Pentru că, după cum am arătat mai departe, corpurile primului grup trebuie să se afle în afara orbitei pământului, iar corpurile celui de-al doilea grup - în interior Având în vedere toate acestea, am decis să compar Cubul cu Saturn, Tetraedrul cu Jupiter, Dodecaedrul către Marte, Icosaedrul către Venus și Octaedrul către Mercur » Dorind să dea mai multă greutate teoriei sale, Kepler a dezvoltat un model impresionant al universului prin inscripționarea tetraedru la cub, dodecaedru la tetraedru, icosaedru la dodecaedru și, în final, octaedru la dodecaedru După ce au trecut în revistă lucrările lui Kepler, Galileo și Tycho Brahe i-au oferit recenzii măgulitoare, iar Tycho Brahe, impresionat de Secretul Universului, i-a oferit tânărului Kepler un post de asistent Brahe și-a dezvoltat propriul sistem al lumii, un fel de hibrid al sistemelor ptolemaic și copernican, în care planetele se învârteau în jurul Soarelui, în timp ce Soarele descria piruetele în jurul Pământului și nutrenea speranța că Kepler, prin metodele sale, va confirma corectitudinea acestuia Desigur, planetele Neptun și Uranus nu erau cunoscute pe vremea lui Kepler și putem doar ghici cum și-ar reconstrui teoria dacă aceste planete ar fi descoperite în timpul vieții sale Dar indiferent de opiniile asupra structurii Universului la care a aderat Kepler, el a reușit, folosind observațiile lui Tycho Brahe, să descopere trei legi fundamentale ale mișcării planetare: ) planetele se rotesc în elipse cu Soarele la unul dintre focare; ) când planetele se mișcă, vectorii cu rază desenați din focare acoperă sectoare din aceeași zonă în intervale de timp egale; ) pătratul perioadei de revoluție a planetei în jurul Soarelui este proporțional cu cubul axei majore a orbitei sale După cum am spus deja, la o sută de ani după Kepler, Newton, în „Principiile matematice ale filosofiei naturale”, a reușit să demonstreze geometric că toate cele trei legi ale mișcării planetare decurg din legea gravitației universale Newton a ajuns la concluziile sale folosind nu numai geometria, ci și calculul diferențial și integral și, cedând doar la opinia general acceptată atunci că noile metode „nu sunt suficient de riguroase”, a înlocuit metodele analitice cu cele geometrice Newton însuși a considerat că munca vieții lui este de a dezlega interpretările Cărții Profetului Daniel Presupunând că fiecare dintre profețiile lui Daniel era adevărată, Newton a putut, spre satisfacția sa, să demonstreze că profețiile s-au adeverit Desigur, există mistici în timpul nostru Ca profesor de matematică în Sudan, am văzut odată un negustor grec ținând o diagramă atent desenată a Marii Piramide a lui Khufu la Giza Potrivit lui, dacă este interpretată corect, această diagramă deținea cheia înțelegerii a tot ceea ce s-a întâmplat vreodată sau se va întâmpla În ziua în care a izbucnit al Doilea Război Mondial, am auzit un vorbitor de la Southampton Common proclamând că Marea Piramidă a lui Khufu a prezis acest eveniment Am uitat cât de departe s-au extins profețiile în viitor Unii dintre misticii moderni sunt destul de versați în matematică De exemplu, P D Uspensky „combină logica unui matematician cu un videoclip misticii în căutarea lor de soluții la problemele Omului și ale Universului S-a născut la Moscova în și, potrivit unei reclame de pe coperta uneia dintre cărțile sale, „deja prima carte a lui Ouspensky, The Fourth Dimension ( ), scrisă de el la vârsta de treizeci și unu de ani, l-a propulsat în rândurile autorilor de frunte în teoria matematică abstractă Traducerea celei de-a doua cărți a lui Tertium organum ( ) în engleză a făcut furori în America în Nu am reușit niciodată să pun mâna pe The Fourth Dimension Ar fi deosebit de interesant să comparăm această carte cu lucrările ulterioare ale lui Ouspensky Unii ar putea numi și Buckminster Fuller un mistic modern Cupolele lui geodezice nu sunt în general atât de originale Dacă luăm oricare dintre solidele platonice pe care le-am luat în considerare, înscriem-o într-o sferă și desenăm raze din centrul sferei prin marginile poliedrului astfel încât să deseneze arce de cerc mari pe suprafața sferei, atunci aceste arce pe jumătatea superioară a sferei va arăta ca o cupolă geodezică Dar Buckminster Fuller susține că domurile sale geodezice se bazează pe o idee mai ingenioasă Înainte de a ne despărți de solidele platoniciene, trebuie menționat că fiecare dintre ele își generează propriul grup, dacă luăm în considerare simetriile spații care mapează un solid platonic dat pe el însuși (ca și înainte, aceste simetrii păstrează distanța dintre oricare două puncte) După ce am luat în considerare în mod repetat conul circular, ar trebui să acordăm atenție și altor suprafețe rigle din spațiul tridimensional, adică suprafețe generate de linii Un exemplu evident de suprafață riglată este un cilindru Poate fi gândit ca un con al cărui vârf se află la infinit Să presupunem că avem două cercuri de sârmă de aceeași rază și am construit un cilindru legând punctele corespunzătoare ale cercurilor cu fire paralele (Fig , a) Dacă, ținând un cerc pe loc și asigurându-ne că firele rămân întinse, întoarcem celălalt cerc printr-un anumit unghi, obținem un nou tip de suprafață riglată, a cărei secțiune longitudinală cu cele două ramuri seamănă cu o hiperbolă Privind această suprafață de sus, vom vedea că secțiunea ei transversală are forma unei elipse, în timp ce inițial, înainte de rotirea unui cerc față de celălalt, secțiunea avea forma unui cerc O astfel de suprafață se numește hiperboloid cu o singură foaie Deși firele noastre nu ne permit să vedem acest lucru, pe suprafața unui hiperboloid cu o singură foaie există o a doua familie de linii care intersectează toate firele cu care am notat liniile primei familii (Fig ) Orice două linii aparținând aceleiași familii sunt înclinate, adică nu sunt paralele și nu se intersectează Dar fiecare linie a unei familii se intersectează cu fiecare linie a altei familii La unele modele Pentru hiperboloizii cu cavitate r, sunt prezentate ambele familii de linii, dar este destul de dificil să se realizeze astfel de modele În schimb, este neobișnuit de ușor să faci un model al unui paraboloid hiperbolic care arată ambele familii de linii Să tăiem un pătrat ABCD din carton și, împărțind fiecare dintre laturile sale în segmente egale, să facem găuri pentru niue în punctele de despărțire Incizează ușor pătratul de-a lungul diagonalei AC, astfel încât să poată fi Orez era ușor de îndoit Întindem firele de o culoare între găurile din laturile AB și CD și cealaltă - între găurile din laturile BC și AD, atașând greutăți mici de plumb la capete Îndoind ușor pătratul de-a lungul diagonalei AC și lăsând plăcuțele să tragă firele, vom vedea două familii de generatoare pe suprafața paraboloidului hiperbolic (Fig , a) Liniile fiecărei familii sunt paralele cu un anumit plan Un punct de șa este clar vizibil pe suprafața unui paraboloid hiperbolic (Fig ) Nu este greu de imaginat că în momentul în care începem să luăm în considerare suprafețele, se deschide în fața noastră un câmp de activitate cu adevărat nemărginit Dar să ne întoarcem acum la spațiul bidimensional Când discutăm despre geometria non-euclidiană (vezi capitolul ), am menționat deja viața într-o lume plată - Flatland Dar apoi am considerat o lume foarte îngustă - universul ființelor care trăiesc în interiorul cercului La sfârşitul secolului al XIX-lea Edwin E Abbott a scris Flatland Un roman despre a patra dimensiune”* Cea mai mare lungime sau lățime a unui Flatlander adult este de aproximativ unsprezece inci Femeile arată ca niște segmente Orez * Abbott E E Flatland, Burger D Sferland - MI World, direct Soldații și membrii straturilor inferioare ale societății sunt sub forma unor triunghiuri isoscele, ale căror laturi egale sunt lungi de aproximativ unsprezece inci, iar baza, sau a treia latură, este atât de scurtă (de multe ori nu mai mult de jumătate de inch) încât laturile formează în partea de sus un unghi foarte ascuțit și formidabil Clasele de mijloc din Flatland sunt triunghiuri echilaterale Profesioniștii și domnii au forma de Pătrate și Pentagon obișnuit Persoana de la care este spusă povestea se numește Square Apoi vin moșiile nobiliare, care au propria lor ierarhie Nivelul cel mai de jos este ocupat de Hexagoane, apoi pe măsură ce rangul crește, numărul de laturi ale figurii crește până când i se acordă titlul onorific de Poligon Regular În cele din urmă, când numărul de laturi ale poligonului devine atât de mare, iar lungimea lor atât de mică, încât figura nu poate fi distinsă de un cerc, este inclusă în Ordinul Cercului, cu alte cuvinte, clasat printre preoți - cea mai înaltă clasă a societății Flatland Mărimea unghiurilor din Abbott's Flatland poate fi măsurată Mai mult, întreaga acțiune a acestui roman fascinant se bazează pe posibilitatea de a măsura unghiurile Trăind într-o lume plată, locuitorii din Flatland se văd ca niște segmente de linie dreaptă Abordarea unui unghi ascuțit este plină de pericol de moarte, deoarece proprietarul unghiului poate străpunge pe oricine nu are timp să se eschiveze Femeile sunt deosebit de periculoase: fiind ascuțite ca ace, devin aproape invizibile dacă se apropie de cineva cu partea din față sau din spate a corpului Prin urmare, comportamentul femeilor este strict reglementat de legi Fiecare casă Flatland din partea de est are o ușă mică special pentru ei Legea spune: „O femeie într-un loc public 'ste, este obligat, sub pedeapsa de moarte, să scoată tot timpul strigăte de avertizare Orice femeie care suferă de dansul Sf Vitus, convulsii, rinita cronică, însoțită de atacuri severe de strănut, sau orice altă boală care se manifestă prin mișcări involuntare (boala trebuie stabilită oficial), trebuie imediat distrusă Deoarece o femeie este o sursă de pericol sporit atunci când se află într-un loc public, în unele părți din Flatland, a fost adoptată o legislație suplimentară care interzice femeilor, sub pena de moarte, să se miște sau să stea nemișcate fără a mișca jumătatea din spate a corpului dintr-o parte în alta lateral, astfel încât cei care sunt în spate le-au văzut Uneori, observă Kvadrat, femeile, înfuriate de nevoia de a rămâne constant între zidurile casei sau de restricțiile severe ale libertăților din afara acesteia, tind să-și îndrepte furia asupra soților și copiilor lor În țările mai fierbinți, există cazuri când întreaga populație masculină a unui sat devine victima unui astfel de focar în decurs de una sau două ore Locuitorii din Flatland se recunosc între ei după ureche și prin atingere Practica și antrenamentul îndelungat, începând de la școală și continuând zilnic, le permite locuitorilor din Flatland să distingă unghiurile triunghiurilor echilaterale, pătratelor și pentagoanelor cu o singură atingere Nici cel mai ignorant Flatlander nu se înșală dacă se întâmplă să atingă vârful aproape fără creier al triunghiului isoscel cu unghi ascuțit În același timp, se cunoaște un caz când un licențiat în științe a confundat un Decagon cu un unghi de douăsprezece, și chiar și un doctor în științe este puțin probabil să poată distinge în mod decisiv și cu toată certitudinea un unghi de douăzeci de douăzeci și patru -unghi Întrucât dimensiunea unghiului și palparea unghiurilor joacă un rol atât de important în viața societății Flatland, aristocrații, introducându-și unul altuia două Poligoane necunoscute, spun: „Permiteți-mi să vă rog să-l simțiți pe prietenul meu, domnule așa și -deci și fii simțit de el ” Acțiunea romanului atinge cea mai mare tensiune atunci când naratorul apare brusc în casa naratorului Cerc În acea seară, nepotul lui Square i-a adresat bunicului său câteva întrebări uluitoare, care implicau existența unei alte dimensiuni, inaccesibile imaginației Flatlanderului și, prin urmare, considerată absurdă, și a fost trimis în pat în dizgrație „Băiatul este pur și simplu prost!” - exclamă naratorul și aude răspunsul clar auzit: „Băiatul nu e deloc prost!” iar în faţa lui apare o siluetă La început, Piața și soția lui cred că aceasta este o femeie, dar în curând se convin că au în față un Cerc care, de altfel, își schimbă dimensiunea! Cercul Variabil i-a cerut stăpânei casei să plece, iar când strigătele de avertizare ale acelei s-au potolit, ea i-a explicat Pătratului că în realitate este o Sferă în spațiu tridimensional, iar în Flatland este vizibilă doar secțiunea sa plată, având forma unui cerc de rază variabilă Nu vom repovesti întregul conținut al romanului: trebuie să îl citiți singur Cartea lui Abbott merită un loc lângă Călătoriile lui Swift lui Gulliver Au existat și imitații ale Flatland, dar toate erau inferioare originalului Un studiu detaliat al experienței locuitorilor unei lumi bidimensionale duce în mod natural la luarea în considerare a dimensiunilor superioare Locuitorii din Flatland nu-și pot imagina o linie dreaptă perpendiculară pe planul pe care trăiesc Discutând problema introducerii de către Descartes a coordonatelor în geometrie (vezi capitolul ), am considerat un sistem de axe reciproc perpendiculare pentru spațiul tridimensional care trece prin punctul O Coordonatele (x, y, z) ale oricărui punct P din spațiul sunt determinate de distanțele (lungimile perpendicularelor) de la punctul P la planele Oyz, Ozx și Oxy De ce nu presupunem că există o linie Ot, perpendiculară pe liniile Ox, Oy și Ox? După ce am acceptat o astfel de ipoteză, vom obține puncte cu coordonate (x, y, z, t) și vom spune că luăm în considerare un spațiu cu patru dimensiuni Gândul despre cea de-a patra dimensiune, exprimat pentru prima dată, a întâmpinat o rezistență puternică, deoarece a contrazis toată experiența umană (o parte din obiecții erau legate de considerații de isf religioasă) caracter), iar ideea timpului ca o altă dimensiune, deși exprimată într-o formă foarte vagă, are o istorie lungă, iar matematicienii au descoperit că problemele de interes pentru ei conțin mai mult de trei variabile (x, y, z) Dar dacă putem lua în considerare patru variabile „(x, y, r, /), dintre care primele trei sunt coordonatele spațiale, iar a patra variabilă t este coordonata timpului, atunci nimic nu ne împiedică să luăm în considerare / spațiul r-dimensional pt orice valoare a lui n, iar în prezent, studiul spațiilor multidimensionale este inclus în multe cursuri de matematică Teoria relativității creată de Einstein a acordat o pondere deosebită ideii timpului ca o nouă dimensiune, iar lumea în patru dimensiuni a spațiu-timpului a devenit un concept familiar, deși asta nu înseamnă că toată lumea înțelege teoria lui Einstein Mulți scriitori au exploatat fără milă ideea unui spațiu cu patru dimensiuni, a cărui secțiune este Universul nostru Ciocnirea unui corp tridimensional cu locuitorii bidimensionali din Flatland a fost tema romanului lui Abbott Ne-am luat ceva timp să luăm în considerare spațiul cu patru dimensiuni, proprietățile sale specifice, în speranța că cititorii noștri tridimensionali, spre deosebire de locuitorii din Flatland, vor primi vestea unei creșteri a numărului de dimensiuni ale spațiului în care aceștia trăiește fără furie și neîncredere Televiziunea a profitat de ideile scriitorilor de science fiction (inclusiv scriitorilor de povești cu fantome) despre o ușă misterioasă care se presupune că duce către alte lumi În unele cazuri, cadrul unei oglinzi obișnuite servește ca o astfel de ușă, în altele, pentru o schimbare, imaginea din oglindă se schimbă brusc, deschizând în spatele ei un abis fără fund Astfel de idei se bazează pe una dintre teoremele de incidență pentru spațiul cu patru dimensiuni: două spații tridimensionale se intersectează în spațiul cu patru dimensiuni de-a lungul unui spațiu bidimensional, planul În consecință, după ce a pătruns prin ușă, adică prin avion, eroul s-ar putea găsi într-un alt spațiu tridimensional Orez În plan, teorema de incidență afirmă că o dreaptă poate fi trasată prin două puncte distincte și doar unul, iar două drepte distincte se intersectează în cel mult un punct Dacă liniile nu se intersectează deloc, atunci ele se numesc paralele În spațiul tridimensional în care trăim, există puncte, linii și planuri O linie dreaptă este încă definită în mod unic prin specificarea a două puncte, iar un plan prin specificarea a trei puncte diferite care nu se află pe aceeași linie Pentru a verifica acest lucru, să desenăm orice plan printr-o linie dreaptă care trece prin două dintre cele trei puncte date și să-l rotim în jurul acestei linii drepte până când planul trece prin al treilea punct dat Dacă nu trece niciun plan prin cele trei puncte date, atunci am obține două plane diferite care se intersectează în trei puncte necoliniare, ceea ce este imposibil: dacă două plane au un punct comun, atunci se intersectează în linie dreaptă (Fig ) ) Direct poate fi paralel cu un plan și nu se intersectează niciodată cu el, două plane pot fi, de asemenea, paralele și nu se intersectează niciodată Deci, am luat în considerare teoremele de incidență în spațiul tridimensional Să vedem ce impresie ar face un obiect care se deplasează de-a lungul unei linii drepte asupra locuitorilor planului, care intersectează planul în punctul P (Fig ) Locuitorii din Flatland nu sunt conștienți de existența obiectului până când acesta ajunge la punctul P Dacă obiectul nu se oprește în acel moment, atunci el dispare pe măsură ce se mișcă mai departe Am vorbit deja despre cum arată trecerea unei sfere tridimensionale printr-un plan din punctul de vedere al locuitorilor din Flatland La început, nu se vede nimic în avion In acel moment, cand sfera atinge planul, apare un punct, care se transforma intr-un cerc cu raza din ce in ce mai mare Apoi cercul încetează brusc să se extindă, se micșorează din nou într-un punct și dispare fără urmă (Fig )! Oamenii din Flatland ar fi fost loviți de mai mult decât semnale din spațiul cosmic Dacă triunghiul ABC este scos din plan, întoarceți-l și apoi din nou Orez întoarcerea în avion, atunci rezultatul unei astfel de operațiuni le-ar fi părut nu mai puțin surprinzător pentru Flatlanders Triunghiul original ABC și triunghiul îndepărtat din plan și revenit din nou într-o formă inversată (îl notăm A'B'C'), trec unul în celălalt la reflectarea în oglindă (Fig ) Dacă, când simți conturul triunghiului ABC, Flatlanderul se mișca în sensul acelor de ceasornic, atunci când ocolește triunghiul A'B'C', s-ar mișca în sens invers acelor de ceasornic Am menționat deja că, în demonstrarea criteriului de congruență a triunghiurilor pe două laturi și a unghiului cuprins între ele, Euclid a neglijat această diferență Pentru a înțelege ce trucuri ar putea face cu noi un locuitor al spațiului cu patru dimensiuni în care este imbricat spațiul nostru tridimensional, luăm în considerare în primul rând teoremele de incidență în spațiul cu patru dimensiuni Conține puncte, linii, plane și spații tridimensionale, pe care vom fi de acord să le numim volume pentru concizie Două puncte diferite definesc o linie, trei puncte diferite necoliniare definesc în mod unic un plan și patru puncte non-coplanare (care nu se află în același plan) definesc un volum și doar unul O linie dreaptă dată și un plan dat în spațiul cu patru dimensiuni, în general, nu se intersectează Două plane date se intersectează într-un punct Dacă două plane au mai mult de un punct comun, atunci ele se intersectează în linie dreaptă și se află în același volum Un plan dat se intersectează cu un volum dat într-o linie dreaptă sau se află în el și două volume diferite se intersectează într-un plan Există o formulă simplă care raportează dimensiunile a două spații de dimensiunea intersecției lor (în patru dimensiuni): suma dimensiunilor a două spații = + dimensiunea intersecției Dacă prin această formulă rezultă că dimensiunea intersecției este mai mică decât zero (dimensiunea punctului este zero), atunci cele două spații nu se intersectează deloc De exemplu, o linie generică (cota ) și un plan generic (cota ) nu se intersectează Dacă linia și planul se intersectează, atunci ele se află în spațiu tridimensional (în volum) Folosind formula, se poate verifica asta Orez două volume (dimensiunea fiecăruia este de ) se intersectează într-un plan Prin acest plan de intersecție putem intra într-o altă lume tridimensională Să luăm în considerare cum arată din punctul de vedere al unui observator care rămâne în „această” lume, trecerea noastră către „cealaltă” lume printr-o ușă care leagă două spații tridimensionale Fie linia PQ din Fig este perpendicular pe ușă, iar punctul Q se află în planul ușii însăși În momentul în care point Q se află de cealaltă parte a ușii, întreaga linie PQ va dispărea din vedere, lăsând doar o urmă de punct pe suprafața ușii Acest lucru se va întâmpla deoarece linia este complet determinată de două puncte, iar dacă două puncte ale dreptei aparțin unui plan sau spațiu tridimensional, atunci întreaga linie este situată în acel plan sau în acel spațiu Dacă punctul Q trece în noul volum și linia intersectează planul ușii în punctul Q, atunci linia QQ' se află în întregime în noul volum și, prin urmare, dispare din vederea noastră dacă preferăm să rămânem în vechiul trei- spațiu dimensional Celor cărora afirmația noastră li se pare neplauzibilă, amintim ce se întâmplă din punctul de vedere al locuitorului din Flatland, dacă linia dreaptă PQ este ridicată chiar și la o înălțime infinit de mică deasupra planului Linia va dispărea, lăsând doar o urmă punct unde noua dreaptă intersectează planul, în punctul Q' Orez Dar înapoi la ușa noastră magică Să presupunem că avem două cutii închise imbricate una în alta și dorim să extragem cutia interioară fără a o deschide pe cea exterioară Să aducem cutiile chiar la limita celor două volume, astfel încât una dintre fețele cutiei exterioare să fie aliniată cu planul ușii magice și apoi, fără a atinge cutia interioară, mișcăm ușor cutia exterioară Dacă fața cutiei care a fost aliniată cu planul ușii se adâncește în noul volum chiar și pentru o distanță scurtă, atunci cutia exterioară va dispărea și doar o urmă a feței va rămâne pe planul ușii magice, cutia interioară va fi eliberată și va fi posibil să o luăm, deoarece, dând o mică mișcare cutiei exterioare, abia am schimbat poziția cutiei interioare în spațiul nostru D Gândul că un observator în spațiul cu patru dimensiuni poate privi într-o cameră fără ferestre și uși din spațiul nostru fără obstacole nu se simte foarte confortabil Fie E ochiul observatorului și P orice obiect din cameră PE direct care conectează obiectul cu ochiul nu traversează pereții, tavanul sau podeaua camerei Într-adevăr, să presupunem că linia PE intersectează un perete, podea sau tavan într-un punct Q, care blochează obiectul P, împiedicând razele de lumină care provin din acesta să ajungă la ochiul E Atunci, întrucât ambele puncte P și Q se află în spațiu tridimensional, întreaga linie PQ este, de asemenea, scufundată în el, iar punctul E, situat pe linie, trebuie să se afle în spațiul nostru tridimensional Ajungem la o contradicție deoarece, prin presupunere, punctul E se află în afara spațiului nostru tridimensional În consecință, toate punctele camerei sunt deschise privirii unui observator situat în spațiul cu patru dimensiuni (Fig ) Această proprietate a spațiului cu patru dimensiuni a fost folosită de HG Wells în Plattner's Tale Un tânăr profesor de limbi străine, Gottfried Plattner, care dă și lecții de chimie, face o explozie în timpul unuia dintre experimente și se găsește într-un spațiu cu patru dimensiuni, unde devine martor involuntar la o crimă comisă într-un spațiu închis a Orez camera din spatiul nostru După o absență de nouă zile, Gottfried se întoarce la D pentru a ateriza pe spatele directorului școlii sale, în timp ce el sapă fără să știe printr-un petec de căpșuni! Nenorocirea tânărului nefericit nu se termină aici: la întoarcerea sa, se dovedește că a fi în spațiul cu patru dimensiuni l-a transformat într-o oglindă dublă a lui și, în special, inima lui Plattner a început să bată nu în stânga, ca înainte, dar în dreapta Când este reflectată într-o oglindă, mâna dreaptă merge în stânga, iar stânga în dreapta, așa că în exterior mâinile lui Plattner păreau destul de normale, dar sentimentul de stânga și dreapta s-a schimbat Am văzut că dacă triunghiul este scos din plan și, răsturnându-l, revine din nou în plan, atunci orientarea lui (direcția de ocolire a vârfurilor D, B și C) se va schimba în sens opus Noul triunghi trece în cel vechi atunci când este reflectat în oglindă Marginile corespunzătoare ale tetraedrelor ABCD și A'B'C'D' din fig sunt egale, dar orientarea triunghiului ICE observat din punctul D diferă de orientarea triunghiului D'B'C' observat din punctul D' Dacă oricare dintre tetraedre este trimis în spațiul cu patru dimensiuni și, după ce s-a răsturnat, a revenit din nou în spațiul nostru tridimensional, atunci va trece într-un alt tetraedru Rețineți, de asemenea, că ambele tetraedre trec unul în celălalt la reflectarea în planul doi Pentru Gottfried Plattner, o astfel de oglindă era un plan vertical care trecea prin coloana vertebrală direcția abdominală H G Wells are o altă lucrare - primul și, poate, cel mai bun roman „Mașina timpului”, în care ideea timpului ca altă dimensiune este exprimată neobișnuit de clar Desigur, povestea „Ușa din zid” este și despre aventuri într-o altă dimensiune Programele de televiziune recente indică faptul că puțini oameni au experimentat astăzi proprietățile spațiului cu patru dimensiuni la fel de profund ca HG Wells În aceste programe, eroul care a trecut printr-o ușă magică sau o oglindă într-un alt spațiu poate fi încă văzut din spațiul nostru, deși, așa cum am arătat, acest lucru este imposibil Scurta noastră trecere în revistă a proprietăților spațiului cu patru dimensiuni se încheie Înainte de a-l încheia, am dori să reamintim cititorului presupunerile uneori pur speculative făcute cu privire la soarta echipajului Mary Celeste Uneori puteți auzi declarații de parcă întregul echipaj al acestei nave ar fi dispărut într-un alt spațiu Mary Celeste a fost într-adevăr găsită într-o stare care sugera că echipajul abandonase nava în mod neașteptat și în cel mai misterios mod De atunci nu a fost găsită nicio urmă a echipei Unde ar fi putut să fi dispărut marinarii de pe Mary Celeste? Contrar a ceea ce a spus toată lumea, cititorul poate avea impresia că este în patru dimensiuni D' Orez / G spațiul, chiar și ca concept abstract, nu există Prin urmare, dorim să încheiem capitolul cu o descriere a modului în care apare treptat conceptul de „cub cu patru dimensiuni” Deși nu este deloc necesar pentru scopul nostru, vom folosi coordonatele Să începem cu un cub bidimensional, adică cu un pătrat (Fig ), unul dintre vârfurile căruia este aliniat cu originea ( , ), iar două laturi sunt direcționate de-a lungul axelor de coordonate Patru vârfuri ale unui astfel de pătrat sunt situate în punctele cu coordonatele ( , ), ( , ), ( , ) și ( , ) Pătratul este delimitat de patru laturi Să introducem acum a treia axă de coordonate și să ne imaginăm că pătratul s-a deplasat de-a lungul ei cu o distanță egală cu În mișcare, pătratul a măturat un cub tridimensional, adică cubul obișnuit cu care suntem obișnuiți Vârfurile unui cub tridimensional sunt situate în puncte cu coordonate ( ), ( ) ( ), ( ) (aceasta nu este altceva decât coordonatele vârfurilor pătratului inițial, raportate la sistemul de coordonate original și noua axă; din coordonatele de mai sus ale celor patru vârfuri ale pătratului, acestea se obțin dacă este atribuit ca al treilea coordonată) și ( , , ), ( , , ), ( , , ) și ( , , ) (patru noi vârfuri care au apărut după ce pătratul inițial s-a deplasat cu o unitate de distanță yanie de-a lungul noii axe; pentru a obține coordonatele noilor vârfuri, este suficient să coordonatele vârfurilor celui original pătrat atribuiți ca a treia coordonată Cubul D are opt vârfuri și este delimitat de un pătrat în poziția inițială, un pătrat compensat cu distanța unității de-a lungul noii axe și patru pătrate măturate de laturile pătratului original atunci când este mutat de-a lungul celei de-a treia axe Astfel, un cub D are vârfuri și fețe în total, ceea ce corespunde tabelului de la pagina Este greu să rezistați tentației și să nu continuați ascensiunea în numărul de dimensiuni ale spațiului Să introducem a patra axă și să deplasăm cubul de-a lungul ei în funcție de distanța unitară Vârfurile cubului original vor fi situate relativ la patru axe în puncte cu coordonate ( , ), ( , ), ( , ), ( , ) , ( , ) , , ), ( , , , ), ( , , , ), ( , , , ) (care se obțin prin atribuirea vechiului cub de coordonate de vârf al patrulea coordonată egală cu zero), iar vârfurile cubului deplasat sunt în punctele cu coordonatele ( , , , ), ( , , ), ( , , ), ( , , ), ( , , ), ( , , , ), ( , ), ( , , , ) și ( , , , ) (care vor fi obţinută dacă a patra coordonată egală cu unu este atribuită coordonatelor vechi ale vârfurilor cubului) Deci, am construit un cub cu patru dimensiuni Are vârfuri și, pe lângă două fețe tridimensionale - cubul original și un cub deplasat cu de-a lungul celei de-a patra axe, fiecare față a cubului tridimensional mătură un cub tridimensional atunci când se deplasează de-a lungul celei de-a patra axe, astfel încât numărul total de fețe cubice tridimensionale este Am putea oferi o desfășurare tridimensională a unui cub cu patru dimensiuni (dacă am putea pătrunde în spațiul cu patru dimensiuni, atunci nu ar fi dificil să adăugați un cub cu patru dimensiuni dintr-o astfel de desfășurare), dar nu vom face acest lucru După ce sunt specificate coordonatele tuturor celor vârfuri ale unui cub cu patru dimensiuni, știm sigur că acesta există! Exerciții Puteți sugera o modalitate prin care oamenii din Flatland să știe când se apropie un colț ascuțit? Procedând astfel, ai face un mare serviciu femeilor din Flatland, scutindu-le de necazul de a scoate strigăte de avertizare Desenați o desfășurare bidimensională a unui cub obișnuit și lipiți cubul din el Puteți schița o vedere generală a desfășurării D a unui cub D? Ce crezi că s-a întâmplat cu eroul romanului lui Wells „Mașina timpului” când s-a deplasat înainte și înapoi în timp? Wells a luat în considerare posibilele schimbări biologice? Puteți ridica vreo obiecție specifică la afirmația că universul nostru este o secțiune tridimensională a unui continuum cu patru dimensiuni? Cartea mea, The Fine Art of Mathematics, arată cum îți poți da jos vesta fără să-ți dai jos jacheta* Puteți sugera o modalitate mai ușoară de a face aceeași operațiune folosind spațiul D? Demonstrați că în patru dimensiuni nodul prezentat mai jos poate fi dezlegat fără a tăia frânghia (Sugestie: puneți o parte din nod într-un alt subspațiu D și lăsați restul în spațiul nostru Ce se întâmplă?) * Trucul menționat de autor se poate face după cum urmează Aruncă spatele jachetei descheiate peste cap, fără a scoate mâinile din mâneci, astfel încât spatele să fie aliniat pe piept După ce ați descheiat vesta, aruncați-i și spatele peste cap astfel încât să fie aliniat pe piept După ce ai readus jacheta în poziția normală, coboară vesta într-o mânecă, astfel încât să o poți scoate de pe brațul care se află în această mânecă După aceea, nu vă va fi greu să scoateți vesta din cealaltă mână în același mod și să o scoateți în întregime din mânecă Literatură Abbott E A Flatland - Dover, [Traducere rusă disponibilă: Abbott E E Flatland, Burger D , Sferland - Ml Mir, ] Cook T Curbele vieții - Londra, Scurtele vieți ale lui Dick OL Aubrey — Penguin Books, Gombrich EH Art and Illusion — Random House, Heath TL Cele treisprezece cărți ale elementelor lui Euclid - Cambridge University Press, Heath TL Apollonius din Perga Tratatul despre secțiunile conice — Cambridge University Press, Lockwood EH O carte a curbelor — Cambridge University Press, Morgan MH Vitruvius Cele zece cărți despre arhitectură, Dover, Pahofsky E „Viața și arta lui Albrecht Durer - Princeton University Press, Pedoe D Arta blândă a matematicii — English University Press, și Dover, Perrault C Vitruvius Cărțile despre arhitectură — Paris, Cognard, Pirenne MH Optică, Pictură și Fotografie — Cambridge University Press, Scholfield PH Theory of Proportion in Architecture -^ Cambridge University Press, Thompson d'Arcy W Despre creștere și formă — Cambridge University Press, Modele poliedrice Weninger MJ - Cambridge University Press, [Traducere rusă disponibilă: Wenninger M Models of polyhedra — M : Mir, ] Weyl H Simetrie - Princeton University Press, [Traducere rusă disponibilă: Weil G Symmetry — M : Nauka, ] Berman G N * Cicloid — M — L : Gostekhizdat, Vasiliev N B , Gutenmakher V L * Linii drepte și curbe - M Nauka, Gelfand I M , Glagoleva E G , Kirillov A A * Funcții și grafice — M : Nauka, Adăugat de editorul de traduceri Cuprins Din editorul de traduceri Cuvânt înainte Capitolul Vitruvius Capitolul Albrecht Dürer Capitolul Leonardo da Vinci capitolul Capitolul „Optica” lui Euclid * Capitolul Capitolul geometrie Capitolul Curbe Capitolul Literatură D PIDOW GEOMETRIE ȘI ARTĂ Editor științific A G Belevtseva ml redactor științific L I Leonova Artist F A Infante Redactor de artă L E Bezruchenkov Redactor tehnic V P Sizova Corrector S A Denisova IB nr Predat setului Semnat pentru publicare Format X /z Hârtie de imprimare Nr | font latin Imprimeul este ridicat Volum lucrare l Conv cuptor l Uch -ed l -Ed nr / Tiraj de exemplare Zach Pret cop Editura Mir* , Moscova, I- , GSP prima bandă Riga, Ordinul Steagul Roșu al Muncii Tipografia nr din Leningrad, numită după Evgenia Sokolova „Soyuzpoligrafprom * în cadrul Comitetului de stat al URSS pentru editură, tipografie și comerț cu cărți , Leningrad, L- , prospect Izmailovsky, EDITURA "LUME" ÎN SERIE „În lumea științei și tehnologiei” În emite următoarele carti: P DAVIS Spațiu și timpul în imaginea modernă a universului Traducere din engleză Cartea a fost scrisă de un cunoscut astrofizician englez, care într-o formă populară introduce cititorul în istoria dezvoltării și starea actuală a teoriei relativității, cosmologiei și astrofizicii de înaltă energie Cartea este destinată unei game largi de cititori interesați de problemele științelor naturale moderne Sănătate și mediu Traducere din engleză Cartea este dedicată unui subiect extrem de relevant pentru astăzi - influența mediului natural asupra sănătății umane Rolul mediului în răspândirea bolilor infecțioase, influența factorilor fizici și chimici de producție asupra corpului uman, probleme legate de poluarea aerului, cauzele apariției și răspândirii diferitelor neoplasme maligne - aceasta nu este o listă completă a problemelor avute în vedere de autori Cartea va găsi un număr mare de cititori printre medici, oameni de știință, ingineri și alți specialiști din economia națională F LOCATOR Antrenamentul memoriei Traducere din germana Cartea unui profesor de la Universitatea din Berlin (GDR) introduce cititorul în idei științifice moderne despre cele mai importante mecanisme de memorie și metode de antrenament al acesteia Conține numeroase teste și ilustrații Cartea este destinată celui mai larg public Urmăriți sosiri! EDITURA AFACE ATENȚIA CITITORILOR LA EMISIUNE ÎN ÎN SERIE „Probleme și olimpiade” carte SF STRAȘEVICI, E BROVKIN olimpiadele poloneze de matematică Traducere din poloneză Cartea este o colecție de probleme oferite participanților la olimpiadele poloneze de matematică din - și poate fi foarte utilă pentru liceeni, solicitanți, studenți, profesori de matematică din școlile secundare și universități EDITURA - MIR cop 